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1. INTRODUCCION

Definicién 1.1. Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a una o mds variables independientes se llama ecuacion
diferencial.

En (1.1) y (1.2), y es la variable dependiente y t es la variable independiente, a, ¢
son parametros.

d

d—i:aet, (1.1)
Py dy
29 _ 2 . 1.2
az = Ca T (1.2)

En (1.3), u es la variable dependiente, = e y son las variables independientes.

0’u  0%u
ouz + 7 =0 (1.3)

En las ecuaciones diferenciales la(s) variable(s) dependiente(s) es(son) la(s)
incégnita(s) del problema.

1.1. Clasificacion de ecuaciones diferenciales. Se mostrara a continuacién
la clasificacion de las ecuaciones diferenciales de acuerdo a su tipo, a su orden y
de acuerdo a si es lineal o no lineal.

Clasificacién por tipo. Se dividen en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
y en Ecuaciones Diferenciales Parciales o Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP).

(a) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, son aquellas que contienen derivadas de
una o mas variables dependientes con respecto a solamente una variable indepen-
diente. Las ecuaciones diferenciales ordinarias las vamos a abreviar por EDO o
edo.

Ejemplos: los casos (1.1) y (1.2) y también (1.4)

Y™+ U1 (DY ar ()Y + ao(t)y = h(t), (1.4)

donde A(t),ap(t), - ,a,—1(t) son funciones conocidas.
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(b) Ecuaciones Diferenciales Parciales, son aquellas que contienen derivadas par-
ciales de una o mas variables dependientes con respecto a dos o més variables
independientes.

Ejemplos. La ecuacién (1.3) que corresponde a la ecuacién de Laplace y (1.5),
(1.6) que corresponden a las ecuaciones del calor y de ondas respectivamente.

ou  O*u

v O%*u

Clasificacion por orden. El orden de una Ecuacion Diferencial es el de la deriva-
da de mayor orden que aparece en esta.

Ejemplos. La edo (1.7) es de orden 3.

Py Py dy
S 58 Y 6D 7y =t 1.7
ac P TPy tEe (1.7)

Los ejemplos (1.3), (1.5) y (1.6) corresponden a EDPs de orden 2. Los ejemplos
(1.1), (1.2) y (1.4) corresponden a EDOs de orden 1, 2 y n respectivamente.

Consideremos a continuacién la expresién

F<t7y7y/7 e 71/(n)) =0 (18)
donde F : Q C R"™ +— R y Q es un abierto. (1.8) representa la ecuacién
diferencial ordinaria escalar mas general de orden n.

Un ejemplo de una F es, para el caso de orden tres (n = 3), la funcién (1.9),
que tiene como edo asociada a (1.10)

F(t, w0, 71,79, 73) = apxs + a10% + alog |xo| 4 €™ — h(t), (1.9)

e+ aglog [y + ar(y)? + aoy® = h(t), (1.10)

donde se supone que ag, aj, as son constantes y h(t) es una funcién conocida.

En lo que sigue vamos a suponer siempre la ecuacion esta resuelta para la deriva-
da de mayor orden, esto significa que de (1.8) se puede despejar la derivada de
mayor orden. A la expresién (1.11) vamos a llamarla forma normal de la ecuacién
escalar mas general de orden n.
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y(n) = F~1<t7 Y, 7y(n71))7 (111)

Clasificacion segin linealidad. Un caso importante es aquel en que la funcién
F viene dada por (1.12), con su ecuacion diferencial correspondiente

F(t,xo, -+ ,x,) = ap(t)xo + a1 (t)x1 + ag(t)xe + - - - + an(t)z, — g(t), (1.12)

an()y"™ + a1 ()Y + -+ ao(t)y = g(b), (1.13)

Sia,(t) # 0, la EDO anterior se puede escribir como

Y™ a1 (YD 4 ao(t)y = g(t) (1.14)
donde
S ailt) _ _ 9
a;(t) = o) para i=1,---,n—1, y g(t)= ()

La ecuacién (1.13) o (1.14) se llama Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal de
orden n.

Una edo (de orden n) que no es lineal, esto es, que no se puede escribir en la
forma (1.13) o (1.14), la llamaremos edo (de orden n) no lineal.

Algunos ejemplos de ecuaciones no lineales son

y/ — tyl/Q,

y//+y2 :O

1.2. Soluciéon de una EDO. Comencemos analizando el caso particular de la
edo de segundo orden lineal

y' + Ky =0, (1.15)

donde k es una constante no nula.

Resolver (1.15) es encontrar funciones () definidas en un cierto intervalo tales
que
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Con la experiencia de cursos anteriores sabemos que un par de funciones que
satisfacen esta propiedad son cos(kt) y sin(kt). Ambas funciones satisfacen en-
tonces (1.15) para todo t € R y por lo tanto son soluciones de la ecuacién definida
en R.

Més generalmente consideremos la ecuacién (1.8) y expliquemos lo que enten-
demos por una solucion de esta ecuacion.

Definicién 1.2. Una solucion de (1.8) es una funcion z : I — R, de clase
C™(I), tal que

F(t,z(t), 2 (t),---,z2™M(#) =0, Vtel.

Notemos que para cada t € I el punto (¢, z(t),--- , 2™ (t)) necesariamente debe
pertenecer al dominio 2 de definicion de F'. En esta definicion I denota un intervalo
de los reales. Este intervalo puede no ser el méximo intervalo donde se puede definir
la solucién. Encontrar este intervalo maximal puede llegar a ser un problema dificil
en el caso no lineal.

Definicién 1.3. El problema con condicidon inicial para la ecuacion (1.8) consiste
en encontrar la solucion de esta ecuacion que satisface condiciones iniciales de la
forma

y(tO) = (1, y/(tO) =Co, ' 7yn71(t0) = Cn, (116)

donde ty € I es un punto dado y cy--- ,c, son constantes dadas.

Esta solucion puede no ser tnica y veremos ejemplos mas adelante.

2. EDO DE PRIMER ORDEN

2.1. EDO de variables separables. La edo mas simple de primer orden tiene
la forma

y'(t) = g(t)
donde g es una funcién continua. Por integracién obtenemos inmediatamente
que las soluciones de esta ecuacién queda dada por la expresién

vty =C+ [ gl
donde C es una constante arbitraria.

Consideremos a continuacion la edo



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

90

h(y)’

donde g y h son funciones continuas tales que h(y) # 0. Esta ecuacion se conoce

como de ’variables separables’. Suponiendo que y = ¢(t) es una solucién de esta
edo, se tiene que

(2.1)

y definiendo
H(s) = /h(s)ds, G(t) = /g(t)dt,
por integracién se obtiene que la solucién ¢(t) debe satisfacer

H(o(t) =G(t)+ C.

Inversamente, si z(t) es una funcién diferenciable que satisface
H(z(t)) =G({t)+C
en un intervalo I, entonces al derivar,

h(z(1)2'(t) = g(t),

se tiene que z es solucién de (2.1) en cualquier intervalo donde h(z(t)) # 0.,

De este argumento queda claro que para resolver la ecuacién (2.1) encontramos
primero las primitivas H y Gy formamos la expresion

H(y) = G(t) + C. (2.2)

A continuacién despejamos y como funcién de £. Si no es posible despejar, se
acostumbra llamar a (2.2) la solucién de implicita de (2.1). Damos a continuacién
algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1. Resuelva el problema

FEvaluamos H y G,

y formamos

de donde
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Despejando
y(t) = (£ + 2C)"2,

Queda propuesto encontrar soluciones de la ecuacion, con sus intervalos maxi-
mal de definicion, para distintos valores de la constante C.

Ejemplo 2.2. Resolver la ecuacion

y— U
1+t
No tiene la forma de variables separables, pero se la podemos dar escribiendola
como
1
14+
y =+t
Y

FEvaluando H y G se obtiene

Hw = [Lan G- [T

de donde la solucion se puede despejar como
y(t) = C(L+1),

con C una constante.

De acuerdo a la definicién 1.3 el problema con condicién inicial para la edo
escalar de primer orden consiste en encontrar todas las soluciones del problema

y/ = f(tv y)
y(to) =wo

Es decir encontrar todas aquellas soluciones que satisfacen la condicién inicial
y(to) = yo. El par (tg, yo) debe pertenece al dominio de definicién de la funcién f.

Ejemplo 2.3. Resolver el problema con condicion inicial
t3
/

Yy =-——=, y(=1) =5
7 (1)

FEvaluando H y G obtenemos

3 y' 3 t!
H(y)z/ydyzz G(t)z—/tdyz—z
de donde las soluciones satisfacen

vttt =C.
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Resolviendo para y.

y(t) = +(C — )"
y usando la condicion inicial para calcular la constante C' obtenemos que C' = 626
con lo que la solucion pedida es

y(t) = (626 — t4)1/4,

Propuesto. ;Cudl es el intervalo mazximal de definicion de esta solucion ¢

En el siguiente ejemplo queremos ilustrar la falta de unicidad de las soluciones
para un problema con condicién inicial.

Ejemplo 2.4. Resolver
y =ty y(0)=0. (2.3)

FEscribiendo la ecuacion como
t
/
Yy = —77
~1/2
y=1/

evaluando las primitivas H, G y resolviendo para y en la expresion resultante, se

obtiene
#2 2
t)=1| — .
y(t) <4 +C)

Usando la condicion inicial nos da que

t4
)= —
y(t) 16

es una solucion al problema con condicion inicial.

Notamos, sin embargo, que el problema (2.3) tiene también la solucion trivial
y(t) =0 para todo t € R. Asi este problema tiene por lo menos 2 soluciones.

Vamos a probar que tiene infinitas. En efecto, considere la familia de funciones
que dependen de un parametro a > 0,

0 It <a
y(t) = { (* — a?)?

t>a o t< —a.
16

FEsta funcion es de clase C' en R y satisface
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por lo que es solucion del problema con condicion inicial para cualquier valor a > 0

dado.

Se deja como ejercicio demostrar que este problema con condicion inicial tiene
una familia de soluciones que dependen de dos parametros.

2.2. EDO lineales, caso escalar. Vimos que la edo lineal de orden n més
general tiene la forma

an()y"™ + a1 )y + -+ ()Y + aolt)y = g(t). (2.4)

Si g(t) = 0 diremos que esta ecuacion es Homogénea y No Homogénea en caso
contrario.

Vamos a suponer de ahora en adelante la siguiente hipdtesis.

(Hy) Las funciones coeficientes a;(t), 1 = 0,--- ,n, y la funcion g(t) estin definidas
en un intervalo comin I, donde son continuas. Ademds a,(t) # 0, para todo t € I.

Cuando n =1, (3.1) se llama ecuacién lineal de primer orden y tiene la forma

ax(t)y + a1 (t)y = g(t).

Dividiendo por a;(t) (aq(t) # 0), resulta
v+ Pt)y = f(t), (2:5)
donde P(t) = 48 v f(t) = 20

as(t) az(t)’

Estudiemos primero la ecuaciéon homogenea
Y + P(t)y = 0. (2.6)
Observando que

%ef P(t)dt _ P(t)ef P(t)dt

y multiplicando (2.6) por e/ P® se obtiene que

% [efP(t)dty] _o

?

Integrando y despejando se sigue que
yn(t) = Ce” I PO, (2.7)

donde y;, denota la solucién de la ecuacién (homogenea) (2.6). Notamos que esta
expresion nos da todas las soluciones de esta ecuacién por lo que la llamamos la
solucién general.
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Consideremos a continuacién la ecuacién no homogénea

y + Pty = f(t). (2.8)

Con un procedimiento similar, esto es, multiplicando ambos lados de la ecuacién
por e/ PMdt o integrando, obtenemos que la solucién general de la ecuacién no
homogenea queda dada por

y(t) = ce” I POU o= [POE [ f(p)elpd, (2.9)

La expresion
uy(£) = e~ I PO / F(#)el PO gy (2.10)

se llama la solucién particular de la ecuacién (2.8). Diferenciaciando se obtiene
directamente que y, satisface la ecuacién (2.8), es decir, satisface

Yp(t) + P()yp(t) = (1),

Se tiene entonces que la solucién general de la ecuacion no homogenea se puede
escribir como

y(t) = yn(t) + yp(1).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de ecuaciones lineales de primer
orden.

Ejemplo 2.5. Resolver

ty'(t) — dy(t) = €', ¢ € (0,00),

Al escribirla en su forma normal queda

4y(t
y'(t) — # =tle!, t€(0,00).
Comparando con la ecuacidn (2.8), se observa que P(t) = —3 y f(t) = t*e.

Después de algunos cdlculos se obtiene que
AN
1) =

y(t) = ct* + t*e,

que es la solucion general de la ecuacion.

e integrando
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Consideremos a continuacion un ejemplo de un problema con condicién inicial.

Ejemplo 2.6. Resolver el problema con condicion inicial

d
td—i ty=2t,  y(1)=0, te(0,00).

En su forma normal

Después de algunos calculos, se obtiene que
(ty)' = 2t
e integrando
y(t):§+t para t > 0.

Usando la condicion inicial, se tiene que la solucion pedida es

o) =t

Consideremos a continuacion un ejemplo de una la ecuacién diferencial que es
no lineal pero que se puede reducir a una lineal.

Ejemplo 2.7. Resolver

, 1
YT
Escrita de esta manera, esta ecuacion es no lineal. Sin embargo, si la escribimos
como
dt 9
d_y —t=Y

se convierte en una ecuacion lineal. Se han invertido eso si el rol de variable
dependiente con el de variable independiente. Asi en vez de pedir y como funcion
de t buscamos t como funcion de y. Resolviendo, se obtiene

t=¢eYc+ €Y /y26_ydy.

Como
/y2e_ydyx = —e Yy? — 2 Yy —2e7Y,
la solucion queda dada entonces por

t(y) = ce¥ —y* — 2y — 2.
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2.3. Algunas ecuaciones no lineales. Explicaremos a continuacion algunos
métodos para resolver ciertas ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden.
La idea general es introducir un cambio de variables adecuado para reducir la
ecuacion a otra que sea conocida.

Comenzamos con un tipo de ecuaciones que tienen una cierta propiedad de
homogeneidad, lo cual se va a usar para llevarlas a una ecuacion conocida. Primero
un ejemplo.

Ejemplo 2.8. Consideremos la edo

oty
12 —ty’
que no es lineal y tiene la forma
y' = f(ty).
Denotando por M (t,y) := t>+y*y N(t,y) := t*> — ty la ecuacién se puede escribir
como
g = Mty
N(t,y)

Las funciones M y N tienen la siguiente propiedad
M(st,sy) = s*M(t,y), N(st,sy) = s’N(t,y),

para cualquier s # 0. Esto sugiere hacer el cambio de variables y = ut, donde
u se considera una nueva variable dependiente. Reemplazando 3’ = v/t + u en la
ecuacion diferencial y despejando se obtiene

, 114w
U =—— ,
tl—u

que escrita como

=

!
="

14+u
resulta ser de variables separable. Utilizando la notacién introducida para dicho

tipo de ecuaciones, se tiene despues de algunos calculos, que

H(u)z/(ili) du—=Tlog(1+u)?) —u, y G(t)=—loglt].

Reemplazando u = %, se obtiene finalmente que las soluciones satisfacen
(t+y)?=0Cr.

Mas generalmente, consideremos la ecuacién homogenea
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Mi(t,y)

N(t.y)’

donde M y N son funciones continuas y homogeneas de grado « , es decir satisfacen
M (st,sy) = s*M(t,y), N(st,sy) = s*N(t,y)

(note que puede ser necesario restringir los valores de s).

y = — (2.11)

Haciendo el cambio de variables y = ut en la ecuacién (2.11), nos queda

,  M(t,tu) M(1,u
= TNt N(Lu)

~—

de donde (L)
_ U N

t

De esta forma esta ecuacion se puede escribir como una de variables separables
de la forma

;o g(t)

T T h(w)
con 1 1
h(u — v g(f)=——.
(u) = ppe o (t) =

Asi la ecuacion se ha reducido a una conocida.

A continuaciéon vamos a considerar la Ecuacién de Bernoulli que tiene la
forma

y' + P(t)y = f(t)y"

Notamos que para n =0 y n = 1 la ecuacién es una lineal de primer orden. Para
resolver esta ecuacion la escribimos en la forma

y Y+ Pty T = f(1). (2.12)
Haciendo el cambio de variables u = y'~", derivando esta expresién,
n u’
y "y =

1—n’
y reemplazando en la ecuacién (2.12) resulta la ecuacién lineal
u + (1 —n)P(t)u=(1—n)f(t),

que sabemos como resolver.
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Otra ecuacién no lineal de primer orden es la llamada Ecuacién de Ricatti
(1676-1754), que tiene la forma

y = P(t) +Qt)y + R(t)y". (2.13)

En algunos casos esta ecuacion se puede resolver por métodos elementales. En
efecto, supongamos que se conoce una solucién y; de la ecuacién (2.13) y queremos
encontrar todas las otras soluciones. Para esto definamos z(t) = y(t) — y1(t) y
reemplacemos en (2.13), se obtiene

y' =2 +y) = P(t)+Q(t)(z + y1) + R(t)(z* + 221 + u17),

la cual usando que y; es solucion, se simplifica a
2 —(Q(t) + 2y1(H)R(t))z = R(t)2?,

que resulta ser una ecuacién de Bernoulli, con n = 2, que ya sabemos como
resolver.

Ejemplo 2.9. Consideremos la ecuacion
y =6+ 5y + >

En este caso como P =6, Q =5, y R =1, se tiene que una solucion particular
es yp(t) = —2. Sea y = —2 + z, entonces z satisface la ecuacion

? —z =2
que como difimos recién es una ecuacion de Bernoulli, con n = 2. Haciendo el
cambio u = z~! se obtiene que u satisface

W u=—1
de donde

u(t) =ce " —1.

Volviendo a las variables originales

y finalmente

1
1) = -2 t)=-24———.
o(O) =24 2(1) = 2+ ——
Notamos que haciendo ¢ = 0 obtenemos la solucion y(t) = —3.
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2.4. Ejercicios Resueltos.

Ejercicio 2.1. Considere la ecuacion de Clairaut:

1
y =ty = 10"
Demuestre que y(t) = Ct — iCQ es una solucion uniparamétrica de esta ecuacion.
Encuentre cual de las siguientes funciones: y(t) = t2, y(t) = t3, y(t) = €', es una
solucion de la ecuacion diferencial. Indique cual es la relacion geométrica entre

las soluciones.

Se evalua la funcién en la EDO y resulta:

o1, 1 |
ty —Z(y)2—y:t0—1(0)2—150—1-1(0)2:0.

Por lo tanto la funcién con parametro C' es una solucién de la EDO.
Para encontrar cuales de las funciones son también solucion, se evaltia en la EDO
de manera similar:

HE) — }L((ﬂ)')? @) =2

Por lo tanto y(t) = t* es solucién.

1 9 1
3/ L 3\N2 43y a3 _ 243 43 1.3
t(t”) 4((t ) —(t°) =3t 4t t 415 .
Por lo tanto y(t) = 3 no es solucién de la EDO.

t(et)’ o i((et)/y - (et) — 2€t o Z116215 _ et 7& 0.

Por lo tanto y(t) = €' no es solucién de la EDO.

Finalmente, la relacion geométrica de las soluciones de esta EDO es que las rectas
son tangentes a la pardbola 2. Esto se puede obtener dibujando varias soluciones,
y luego calculando la ecuacién de la recta tangente a y(t) = t* en t = % Sea

f(t) = at + b la recta tangente en t = %, entonces se debe cumplir que:
C C ,(C ,(C
1(5)-(5) v r(5)-(5)
de donde se obtiene que a = —%102 yb=C.

En la Figura 1 se pueden ver los comandos de Maple para generar las soluciones
y sus graficos.
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> ode ==y(f)=f-dxﬁ’(y(ﬂ,f)—%(dr;ﬁ’(y(é),ﬂ)z;
s d 1 s d N
ode =y(i) =t |\Ey(ﬂ |_? |\Ey(f,]

B deodva(ads, vi));

yig) =2 y(t)=¢ Ci- % o

> Ji= (z,c)—n‘.-c—%-cz;

i= (3,0)—?35—%52

B plot( {2, 76, 1), £(e-1), F(£.-4), £, 4), F(£, 8), £(£.-8) }. £ =10..10, y =20 .40)

i
T

30

_\
o
|

Ficura 1. Coédigo Maple Ejercicio 2.1

Ejercicio 2.2. Considere la EDO:

y' +p(t)y +q(t)y =0.
donde p,q : I — R son dos funciones continuas que se pide determinar bajo la
condicion de que

y1(t) =sin(t?) e  yo(t) = cos(t?).
formen una base de soluciones de esta ecuacion. Determine claramente los inter-
valos reales I donde este problema admite solucion.

Solucion:

Para calcular p(t) y q(t) se evalia y;(t) y y2(t) en la EDO, obteniéndose el
siguiente sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas:
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2tp(t) cos(t?) + q(t) sin(t?) = 4¢* sin(t?) — 2 cos(t?).
—2tp(t) sin(t?) + q(t) cos(t*) = 4t cos(t?) + 2sin(t?).
Resolviendo el sistema se obtiene la respuesta: p(t) = —¥, ¢(t) = 4¢*. Los intervalos

t
donde la EDO admite solucién son (—o0,0) y (0, 00).

Ejercicio 2.3. La ecuacion diferencial:

dP
o= P(a—bln(P)).

se utiliza en el pronostico de crecimiento de poblaciones. En esta ecuacion a > 0
y b son constantes.

(i) Encuentre la solucion de esta ecuacion, si P(0) = Py > 0.

(ii) Describa el comportamiento de P(t) cuando t — oo.

Solucion:

(i) La EDO es del tipo variables separables:

d_P — p = 1 o g(t)
dt n 1 N h(P)

P(a—bln(P))

Integrando se tiene que:

G(t):/otdt:t.

P(t) 1 1 a—bln(P(t))
H(P(1)) = /P Pla—bmp) = (Wn(%))

H(P(t)) = G(1).

Finalmente luego de despejar, la solucién de la EDO es:

P - e% %(a —bn(R))

(ii) Por enunciado Py > 0, a > 0. Entonces hay dos casos por analizar: b < 0y
b > 0.

En el caso que b > 0, se cumple que:

e—bt

lim P(t) = lim es~ "5 (@=tl() — o5

t—o0 t—o0
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En el caso que b < 0, se cumple que:

a " (a —bIn(Fy))

—— = lime~

a bt
= e b b t—o0

Pnﬂﬂzﬁmeb_7r

t—o0

(a—bIn(Ry))

y entonces hay tres casos: (a—bln(Fp)) =0, (a—bIn(Fy)) > 0y (a—bln(F)) < 0.
Si se cumple que (a — bln(F)) = 0:

lim P(t) = e?.

t—o0

Si se cumple que (a — bIn(F)) > 0:

th P(t) = 0.
Si se cumple que (a — bln(F)) < 0:
lfm P(t) = 0.

t—o0
Ejercicio 2.4. Considere el problema con condicion inicial:

(1+ 2%y + 22y = f(x), y(0)=0.
donde:

foy={ 7, pemr DY (2.14)

Encuentre una solucion continua, (no de clase C') de este problema. Evalie
y'(11), ¥'(1-) y demuestre que y'(1,) —y'(1-) = —1.

Solucidn:

Sizel0,1):

m 2z oz
yl 1+x2y1_1+x2'
la cual es una EDO lineal. El factor integrante es 1 + x?. Al multiplicar por el

factor integrante resulta:

d((1+2%)y)

x
dz ’
2

x
(1 "’152)91 = DY + ¢y,



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

20

.%'2 C1

+ .
214+ 2%2) 1+ a?
Esta solucién es valida en x € [0, 1), por lo que se puede aplicar la condicién inicial
y1(0) = 0, resultando ¢; = 0, y por lo tanto:

yi(w) =

I2

yi(r) = m

Six e [l,00):
2x .z
1+22 " 1+22

La cual es una EDO lineal. El factor integrante es 1 + x?. Al multiplicar por el
factor integrante resulta:

Yy +

d((1 + 2%)yo)

dx -0
2
(1+ x2>92 = BN + Co,
—l‘2 Co

Yo(x) = 21+ 22) + 1122
Esta solucién es valida en = € [1,00). ¢y se obtiene aplicando la condicién de
continuidad de las soluciones: y;(1) = y2(1), resultando ¢s = 1, y por lo tanto:

() = =22
r)=—-——.
b2 2(1 + 22)
En restmen, la solucién definida por tramos es:
2
x
—_— 0,1
- ) para x € [0, 1)
—_ >1
21+ 42) PMeT=

De la EDO se obtiene que:

f(@) = 2ay(x)

o) —
Evaluando en 1+ y en 1— se tiene:
—1-2y(14) -1-21 3
! 1 - = 4 = ——,

:1—2y(1—)_—1—2}1_1

/
1— = = -.
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y(14) =y (1-) = -1

En la Figura 2 se muestra el cédigo en Maple para obtener la solucién y su gréfico.
Es claro a partir de la figura que la funcién y(z) no es diferenciable en z = 1.

(> ade = (14 x"2)*(diff (y(x), x)) + 2%x *¥y(x) =piecewise (0 < zandz < 1, x, 1 = x, -x);

] d x 0<x and » < 1
ode = (1 + x%) [Ky(x]]+2xy(x)=

—x 1=<x
(> = p(0) =0,
ci=y(0)=0
(> ol = dsalve({ode, ci}, y(x));
0 x =0
2
L = 7 x 1
sal =y(x) = 2 1+x
1 % 1

2 1457 1+ 2 n
=) with(DEiools) : DEplot( ode, [y(x)], x = 0.7, y =L6..0.5 [[0, 0]], arrows = medium, stepsize = (0.05);
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Ficura 2. Codigo Maple Ejercicio 2.4
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Ejercicio 2.5. Considere la ecuacion diferencial lineal de primer orden:
Yy +alt)y = b(t)u(t)

(i) Se pide encontrar las funciones a(t) y b(t), sabiendo que si u(t) =0 la solu-
cion esy(t) =e by siu(t) =1 la solucion es y(t) = —e ' + 1.

(ii) A partir de (i), determine la solucion y(t) de la ecuacion cuando
u(t) =sent, y(0)=0
(7ii) Resuelva la ecuacion diferencial ordinaria cuando:

a(t) = tant, b(t) =cos’t, y(0)=—1.

Solucién:
(i) El primer dato: u(t) = 0,y(t) = e, y/(t) = —e~*. Entonces:

—e " +a(t)e™ = (a(t) — 1)e " =0.
Luego a(t) = 1.

El segundo dato: u(t) = 1,y(t) = —e™* + 1,y/(t) = —e~'. Entonces:

—e Tt l—et=1=0().
Finalmente los pardmetros de la EDO resultaron ser constantes. Ahora se resuelve
la parte (ii):

y' +y = sin(t).
La EDO es del tipo Lineal de primer orden. El método dice que se debe obtener
un factor integrante, el cual es ef. Al multiplicar este factor integrante en la EDO,
esta queda:

d(ye’)
dt
La cual es una EDO de variables separables de la forma ¢’ = f(t), que se resuelve
integrando directamente.

= e'sin(t).

/d(yet) =y(t)e' = /et sin(t)dt + C = —%et cos(t) + %et sin(t) + C,
y(t) = Cet + %(sin(t) _ cos(t)).

De la condicién inicial y(0) = 0 se obtiene que C' = %, con lo que la solucién al
problema con condicién inicial es:
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y(t) = %(e_t + sin(t) — cos(t)).

Este mismo resultado puede ser obtenido ocupando el programa Maple, como
se muestra en la figura (3). El comando plot por defecto ocupa 50 puntos para
realizar el grafico, sin embargo no son suficientes en este ejemplo, y se modifica a
500 puntos.

> oded = G (w(E), 8 ) +y() = smlE),
oded = %y(z] + w(f) ==mn(e)
> ol = p(0) =0,
cid =xp(0)=0
= dsalvel{adel, cil}, ¥(£));

$l2) =—% cos(z) + % sin(z) + % c

—

> plat [—% cos(t) + % sinfz) + % e_f, g =10 30,y =73 9, numpaints = 500]

JANWANA /\
BVIRY AV T

t

Ficura 3. Cédigo Maple Ejercicio 2.5 (ii)

En la figura (4) se muestra el cédigo Maple para generar las pendientes de las
curvas integrales de la ecuacién. Para marcar la solucién al problema con condicién
inicial, luego de fijar los ejes se anota [[0,0]], en la que la primera componente
significa t = 0 y la segunda y(0) = 0.
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> with(DEtowls) : DEplot( adel, [y(t)

LE==10 .30,y ==3..5 [[0, 0]]. arrows = medium, stepsize = 0.5),

i

\.,h/a"’n—'-"e—'—\e-'—ﬂ-'—
\qh/r"qfnﬂ—-r—w—

-y ! R i et bt

ot
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o
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—e-—o—p—hn—hb——b’ag-n.l-n | e

e —————— e FA

——————t— s

e s e N ', g —.
i e, n/ b e

— T D/ PR

— b =
— Rl

FIGURA 4. Cédigo Maple Ejercicio 2.5 (ii)

(iii) En la tercera parte de la pregunta, la EDO es del tipo lineal, y el factor
integrante e/ tan(t) = g=In(cos(t) — gec(t). Al multiplicar la EDO por el factor
integrante resulta:

dly(t) seclt)) _ oo,

dt
/d(ysec(t)) = /cos(t)dt+ C,

y(z) = C cos(t) + sin(t) cos(t).
La condicion inicial es y(0) = —1, entonces C' = —1 con lo que la solucién al
problema con CI es:

y(t) = sin(t) cos(t) — cos(t) = %sin(%) — cos(t).

En la figura (5) se muestra el cédigo Maple para generar las pendientes de las
curvas integrales de la ecuacion y se marca la solucién al problema de condicién
inicial (se anota [[0, —1]], o sea y(0) = —1).
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> odeld = diff (y(£),8) + tan(t) yii) = cos(z]2
oded = %y(:) + tan(s) y(£) = cos(z)

> gif = y(0) =1,
cid =y(0)=-1

> dsolve({edel, cid}, y(£)):

yig)= % sinf2 &) —cos(z)

> with(DEtonis) : DEplot{ odel, [y(£)], =020,y ==2.2, [[0-1]], arrows = medium, stepsize = (L.05);
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Fiaura 5. Cédigo Maple Ejercicio 2.5 (iii)

Ejercicio 2.6. Considere la ecuacion diferencial:

Y +ay =bu(t), y(0)=0,

donde a > 0, b > 0 son nidmeros reales dados. La funcion u(t) estd definida por:

3 st 0<t<rT
u(t) = 2 sz: T<t<2r

1 st 21 <t <3r

ft) si 3r<t

donde T es un niumero positivo dado. Encuentre y grafique una funcion y(t) que
satisface la ecuacion diferencial en los intervalos [0, 7], (1,27], (27,37], (37,00) y
que es continua en [0,00) para los siguientes casos:

(1) f(t) =0, (i) [(t) = cos(t).

Solucion:

En el intervalo [0, 7] se cumple:
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v +ay=3b = yt)=ce "+ %b.
Al aplicar la condicién inicial y(0) = 0 resulta ¢; = —22 y entonces:
y(t) = 3Eb(l —e ), telo,T].
En el intervalo (7, 27| se cumple:
Y +ay=2b = y(t)=cee "+ %b.

Al aplicar la condicién de continuidad en 7, y(7) = (1 — e77) resulta ¢ =

b(eam —3) y entonces:

En el intervalo (27, 37] se cumple:

b
v4+ay=>b =yt)=ce ™+ o

Al aplicar la condicién de continuidad en 27, y(27) = 2(e*” — 3)e™"" + 2 resulta

c3 = 2(e%7 + €7 — 3) y entonces:

b b
y(t) = =(e*" + e = 3)e " + =, t € (27,37
a a
En el intervalo (37, 00) se cumple:
Yy +ay = f(1).

(i) Analizando el primer caso f(t) =0

at

v +ay=0 = y(t)=cpe"

Al aplicar la condicién de continuidad en 37, y(37) = 2(e%*™ + €% — 3)e =3 + L

resulta ¢y = 2(e37 + €27 + €7 — 3) y entonces:

b
y(t) = — (€37 4+ e*7 + e —3)e™ ™, t € (31,00).
a
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(ii) Analizando el segundo caso f(t) = cos(t)
"+ay =cos(t) = y(t) =cpe ¥+ ab cos(t) + b sin(¢)
Tomando sen(¢) = 1% y cos(¢) = 177, la solucién de la EDO en este intervalo

se escribe:
y(t) = caoe™ ™ + bsen(t + ¢).

Al aplicar la condicién de continuidad en 37, y(37) = 2(e?7 4 €77 — 3))e %" + L

resulta cio = 2(e37 4 €27 + €7 — 3) — €3"hsen(37 + ¢) y entonces:

b
y(t) = <—(63‘” + €27 4 % — 3) — be®* sen (3T + <z§)> e “+sen(t+¢), t € (31,00).
a

En las siguientes figuras se muestran graficos de la funcién y(t) para cada caso
de f(t), tomando los valores a =1, b =1, 7 = 10.

w
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FiGurA 6. Gréficos Ejercicio 2.6

Ejercicio 2.7. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:
r_ y2 + Bty
2+ aty
Solucién:

La EDO es del tipo Homogénea y entonces se aplica el cambio de variable:
= tu, y = u + tu’. Al reemplazar en la ecuacién resulta:
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Despejando u' queda:

t(1 + au)
La cual es una ecuacion del tipo Variables Separables. Entonces se cumple que:

1+ au B 1 .
/u<<1—a>u+<ﬂ—1>>d“‘/t‘“+ |

ocupando fracciones parciales, resulta:

/%du—i—/(1_a)ui(6_1)du:/%dt+c.

donde A = [ﬁ y B = % Finalmente se obtiene la solucién implicita de la
EDO:

uA (1= a)u+ (B —1))7= = Ct.
Regresando a la variable original, sustituyendo u = ¥ queda:

(O (-0 () - ) =

Ejercicio 2.8. Mediante sustituciones adecuadas resuelva la EDO no lineal:

y —4yIny + 2ty(Iny)* = 0.

., . _1 ..
y encuentre la solucion que satisface y(0) = e~ 1. Demuestre que el dominio de
definicion de esta solucion incluye el intervalo [0,00). Sugerencia. Transforme
primero la ecuacion en otra no lineal pero conocida.

Solucion:

Se aplica el cambio de variable u = In(y), u’ = y~ 1y y resulta la EDO del tipo
Bernoulli:

U — du + 2tu® = 0.

uw B — 4u~? = —2t.

2 =w, —2u3u = w' resulta la EDO lineal:

Con el cambio de variable u~

w' + 8w = 4t.

cuya solucién es
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1 1
w(t) = ce ™ + §t ~ 1

Regresando a la variable inicial:
B 1
_ 1 1
:I:\/ ce 8t + 5t — 55

1

Y e e 4
y(t) = e“(t) — etV ce Bl 3t—1g — e+Vcle 8tq8t—1

u(t)

La condicién inicial y(0) = e~ 1, impone que de ambas soluciones posibles (£ la
raiz cuadrada), se deba elegir aquella con raiz de signo negativo —. La constante
toma el valor ¢ = 257 y finalmente la solucién al problema con condicién inicial
es:

4
y(t) = e V25T S+ 80— 1

Ejercicio 2.9. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

e 4mn 5

m+n)? (m+n)2y_ (m —n)”
Donde m >0 yn > 0 son constantes positivas.

Y

Solucidn:

La ecuacién diferencial es del tipo Riccati. El método dice que para resolver este
tipo de ecuacion se debe encontrar una solucién particular de la EDO. Se intenta
encontrar primero una solucién del tipo constante y; = C, y; = 0, y luego de
hacer algunas simplificaciones resulta la siguiente ecuacion algebraica de segundo
grado:

C? — 4mnC — (m* — n?®)? = 0.

cuyas soluciones son: (m +n)?*y —(m —n)?.

Tomando por ejemplo como solucién a y; = (m + n)?, el siguiente paso es
realizar el cambio de variable:

r=y—yp=y—(m+n)? =y
Al aplicar este cambio de variable resulta la siguiente EDO del tipo Bernoulli:

(m+n)? (m+n)?
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2 N 2n*+m?)\ 1 1
22 (m+n)2 )z  (m+n)?

Para resolver la EDO de tipo Bernoulli se realiza el cambio de variable: u = %,
!/

u = —Z%Z’, quedando la siguiente EDO de tipo Lineal.

;2P 4m?) —1

u = .
(m+n)? (m +n)?
Para resolver la EDO lineal, esta se debe multiplicar por el factor integrante:

2(n2+m2) 2(n2+m2)
ef( (m+n)2 )dt - e( (m+n)2 t_

2(n2+’m2) ¢
d | ue\ "
_1 2(n,2+m2) t
e\ (mim? )7

dt (m +n)?
entonces
72(n2+m2) t 1 2(n2+m2) ¢ 72(n2+m2) t 1
u(t) = e< (mtn? ) C— —2/6( (mtn)? ) dt = Ce( () ) T L)
(m+n) 2(n? 4+ m?2)
Regresando a la variable z = %
1
Z(t) = —2(n2+m2) 1
CQ<W>t .
2(n? + m?)
Regresando a la variable y(t) = z(t) + y1(¢), se obtiene la solucién del problema:
1
y<t) = —2(n24+m?2) 1 + (m + n)z'
Ce( (m—+n)2 )t —

2(n? 4+ m?2)
Ejercicio 2.10. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

y' = tan(y) - sen(y) + 3tan(y) + 2sec(y).
Sugerencia: Use un cambio de variable adecuado para convertir la ecuacion en
Ricatti a coeficientes constantes.

Solucién:

El cambio de variable adecuado es: z = sen(y), 2z’ = cos(y)y’. Al aplicar el CV
en la EDO, resulta:

cos(y)y' = (sen(y))” + 3sen(y) + 2.
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7 =243z +2.
La cual es una EDO del tipo Riccati. Para resolverla se debe encontrar una solucién

particular de la EDO. Se tantea z; = C, 27 = 0. Se debe entonces resolver la
ecuacién de segundo grado:

C?+3C+2=(C+2)(C+1)=0.
Sea y; = —2. El cambio de variable para reducir EDO del tipo Ricatti a Bernoulli
esw=2z—2z =z+2,w = 2. Al aplicarlo resulta la EDO:

w/+w:w2.

ww +w =1,

1,7 2

Se aplica el cambio de variable: v = w™", v = —w™*w’, con el cual resulta la EDO

del tipo lineal:

v —v=-1
cuya solucion es
v(t) = ce’ + 1.
Volviendo a la variable inicial:
1
t) =
(*) cet +1
1
t) = —
2(t) cet +1

Ejercicio 2.11. Considere el siquiente problema de Control Optimo:
1, 1L (s,
—2*(T) + = - dt.
min 2x()+2/0 <4x +u

' =z+u, z(0)=uz.

sujeto a :

Este problema consiste en encontrar la funcion u(t) que minimiza el funcional
objetivo. Este problema se puede resolver entre otros métodos, mediante Progra-
macion Dindmica. En este caso se debe resolver la ecuacion en derivadas parciales
de Hamilton-Jacobi-Bellman:
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vt+r£16a§e< ((era)va— 5 (Zﬂc +a )) =0.

Con condicion de borde:

v(z,T) = —%:pQ.
(1) (Opcional) Pruebe que la EDP admite soluciones de la forma K(t)z?, donde
K (t) es solucidn de la ecuacion de Ricatti: K'+2K*+2K — g =0, con condicion
final K(T) = —1.
(i) Usando (i), resuelva la ecuacion de Ricatti para K(t) y luego, sabiendo que el
control dptimo estd dado por u(t) = 2x(t)K(t), encuentre una expresion para la

trayectoria dptima x(t).
(i) Sea v(x,t) = K(t)x?. Entonces las derivadas parciales son:

ov(z,t)  dK(t) 2
o dt T

Antes de reemplazar las derivadas parciales, notar que el valor maximo de:

((93 +a)V,v — % (Z:ﬁ + a2)> .

se alcanza cuando a = V,v. Reemplazando esto y las derivadas parciales en la
EDP resulta:

o (AK (1) 2 5

La condicién de borde entrega la condiciéon final para la ecuacién de Riccati:

o(z,T) = K(T)a? = _%:ﬁ = K(T) = _%.

. N dK (t

(ii) La EDO de Ricatti es: dt( ) — 9K (1) — 2K (1) + 2

El procedimiento para resolver este tipo de EDO dice que hay que encontrar una
solucién particular de esta EDO. Debido a que los coeficientes son constantes, se
tantea una solucién particular de la forma K,(t) = C, K,(t)’ = 0. Entonces para
encontrar C' se debe resolver la ecuacién de segundo grado:
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5
2C% +2C — 3 =0
cuyas raices son: ] = —%, y Cy = }l.
Escogiendo K,(t) = 1, se realiza el cambio de variable:
1
A1) = K(t) = Kp(t) = K(t) = 7, = 2(1) = K(t)
La EDO queda ahora del tipo Bernoulli:
2 43z = -2
272 437 = —2,
Aplicando el cambio de variable w(t) = 27!, w(t) = —2722/, resulta la siguiente
EDO lineal:
w' — 3w = 2.
La solucion de la EDO lineal es:
2
w(t) = Ce* — =,
La solucion de la EDO de Bernoulli es:
1
)= sm e
3
La solucion de la EDO de Ricatti es:
1 1
Se aplica ahora la condicién final K(T') = —% y se obtiene C' = —%e*‘?’T. Final-

mente la solucién del problema de Ricatti con condicién terminal es:

1 n 1
_§(€3(t—T)+l) 4

K(t) =

Se sabe que u(t) = 2x(t) K (t). Al reemplazar esto en la EDO para x(t) resulta la
EDO de primer orden lineal homogenea (variables separables) :

z(t) —x(t) = u(t) = 2z(t) K ().

z(t) + (=1 —2K(t))x(t) = 0.
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cuya solucién es:
x@) _ :L’(O)efg(l—’_ZK(t))dt.

Ejercicio 2.12. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

vy —y =2+ y?

Solucion:

Se aplica el cambio de variable y = zu, v = u + zu’ y queda

r(u+au') — 2u = Va2 + x2u.

Al simplificar resulta:

22 = 2V + .

La cual es una EDO del tipo Variables Separables.

/—d“ —/d—x+c
Vituz x ’

Entonces se tiene que:

sinh™!(u(z)) = In(z) + C.

Regresando a la variable inicial, reemplazando u = £, se obtiene la solucién del

problema:
y(x) = zsinh(In(z) + C).

Ejercicio 2.13. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

ooy ) —
(Wy = z(In(y) — In(z) + 1) y(1) =e.

(1)) y =1+ eV %>,

T cos(t)
(1) y" = —y,eya T

Ademds en este caso a partir de la expresion encontrada para iy’ demuestre que se
puede resolver para y' en forma inica.

Solucidn:

(i) La ecuacién se puede escribir como:
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gy
rln(¥)+1°

Aplicando el cambio de variable: y = ux, ¥’ = v/ + u resulta:

ur+u= l
~In(u) + 17
que es una EDO del tipo Variables Separables.

Se integra y se obtiene:

G(x) = /idw = In(x)

H(u) = —/ G + uhi(u)) du = —In(u) — In(in(u)) = In ( ! )

uln(u)

Por lo tanto:

La condicién inicial y(1) = e permite obtener ¢ = e™*
problema con condicién inicial es:

o (1) .

ii) Para la segunda pregunta, se realiza el cambio de variable: u = y — z + 5,
u =y —1

, por lo que la solucién del
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La cual es de variables separables.

et'=—xr+c¢, = u=-—In(—z+¢c).
Y regresando a la variable inicial:

y(x) =2 —5—In(c — x).
(iii) La ecuacién es de variables separables. Luego de integrar resulta la expresion:

V" + 2y = 2sin(t) + C.
Para demostrar que esta EDO se puede resolver para ¢ de manera unica se debe
analizar el término e¥” = —2y/ el cual se puede resolver para y’ de manera unica
debido a que la recta —2y intersecta a la funcién e¥” en un solo punto.
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2.5. Ejercicios Propuestos.

Propuesto 2.1. La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es propor-
ctonal a la diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la temperatura Ty del
aire, es decir

6(3_7; =K(T-1,), K=>0.
(a) Determine T.
(b) Si Ty = 20 grados Celcius y el cuerpo se enfria desde 100 a 60 grados Celcius
en veinte minutos se pide calcular en cuanto tiempo la temperatura del cuerpo
descenderd hasta 30 grados Celcius.
(c) Cual es la temperatura limite (t — oo) del cuerpo.

Soluciones:
(a) T(t)=Ty+C-e",

(b) 60 minutos,
() 20°C.

Propuesto 2.2. En un circuito RC la fuente de voltaje f(t) es tal que si el voltaje
en el condensador vo supera o es igual a vy/2 tomard el valor f(t) = —vy. Si ve
es menor o igual a -vy/2 entonces f(t) tomard el valor f(t) = vy.

+ =

Vg [#)

M
R J_
cm=v.(f+

FicuraA 7. Circuito RC

s )t

El voltaje ve es una funcion continua y satisface la ecuacion diferencial:

dv
RCd_tC+UC’:f(t)7

f(0) = vg,ve(0) = 0.

(a) Grafique la evolucion en el tiempo del voltaje en el condensador, indicando
intersecciones con el eje de las abscisas y puntos relevantes.

(b) Indique el periodo del voltaje en el condensador y grafique el voltaje en la
resistencia.
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Datos:
vo(t) +vr(t) = f(1)
dUc

vr(t) = i(t)R = RO - —C

Soluciones:

o |

RCIn(3) RCIn(5)

RCin(2)

bk

F1Gura 8. Voltaje en el condensador ve(t)
El periodo del voltaje en el condensador es 2RC In(3).

3y

2

Yo

RCIn(8)

F1GURA 9. Voltaje en la resistencia vg(t)

Propuesto 2.3. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales :

2,,/

(a) 22 4y + P =
xXr
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Ademdas la solucion y(z) se hace cero cuando x tiende a menos infinito.
r Y 4,2 6
(b) y = - + 'yt — o

(c) y — y*arctany = arctany + [3(arctan y)? — 2](1 + y?)

Soluciones:

() y(t) = tan (Ce%% - 1) |

Propuesto 2.4. Un esquiador de masa M baja por una ladera inclinada con un
angulo respecto a la horizontal, sometiendo ademds de la fuerza de roce cinética
con la nieve con constante py una fuerza de roce viscosa de la forma —28muv La
ecuacion de movimiento del esquiador es:

d*x

dr?

mgsina — 20m— — upmgcosa =m

dt
Si tan(a) > g -
(a) Determine la rapidez del esquiador en funcion del tiempo d—:;(t)

(b) Determine la rapidez limite, es decir cuando t — co.
(¢)Determine la posicion en funcion del tiempo (x(t)) .

Soluciones:
dx 1
- = ina — —Ce 2Pty .
(a) c{t (g sin v — 1.9 cos a e ) 25

gsina — ngg cos a),
Ui

28
(c) =(t) =

%(sina — M cosa)t + Cre P 4+ Cy.

Propuesto 2.5. Resuelva la siguiente ecuaciones diferenciales:

d
(a)£:2+\/y—2x+3

dy 1—x—y
O = vy
y
(c) xzyy =3y" + 2%, y(-1)=2.

5 dy
(d)xyd Y —a®
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() L = (~5r )~

Soluciones:

(a) x—2ylx)—2x+3—-C=0, (b) ylr)=-r+v2x-C
(¢) y(z)=—-3vV—-2+18z%, (d) y(z)=(-3In(z)+ C)sx

T —5z)eb
() y(x) = SO

Propuesto 2.6. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales no lineales:

(a) y(v) = - v, y(0) =1
(b) y' =6e*7Y, y(0)=0

(c) 227y = cos’y, y(4) =

N

Soluciones:

(a) ylz)=q{s2*+ 322 +1, (b) y(x)=In(3e* —2)
(¢) y(z) = arctan(y/z — 1).

Propuesto 2.7. Considere la siguiente ecuacion no lineal:

@—sin(x— )
dr Y-

Encuentre la solucion general y el dominio de definicion de esta solucion. En-

., ., . ™
cuentre una solucion de esta ecuacion que satisfaga y <§) = 0.
Soluciones:

x—Q—C)
)

—= y(r) =x — 5.

y(z) =z — 2arctan ( 5

Propuesto 2.8. Considere la siguiente ecuacion no lineal:

dy_

2
— = (z
5 = @ty
Encuentre la solucion que satisface y(0) = 0, y dé el dominio de definicion de esta
solucion.
Solucién:

y(x) = tan(z) — x.

Propuesto 2.9. Se tiene un sistema dindmico de primer orden de tiempo con-
tinuo, definido por la ecuacion diferencial

Y(t) +4Y (1) = 20(t), Y(0) = 1.
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Suponga que la entrada U(t) es un proceso estocdstico de valor medio ny = 2t
y funcion de autocorrelacion Ryy(ti,ta) = tity . Se pide analizar el proceso
estocdstico de salida Y (t), encontrando su valor medio ny(t) y autocorrelacion
Ryy (t1,t2). Para esto tendrd que resolver las ecuaciones:

(1) Ny + 4ny = 4t para encontrar el valor medio ny (t).

ORyy (t1,t
(2) % + 4Ryy (t1,ta) = tite para encontrar Ryy (t1,ts).
2

ORyy (t1,1
(3)% + 4Ryy (t1,t2) = Ryy (t1,ta).
1

Soluciones:

(@ mt)=Cr-e st g,

1 1
(b) RUy<t1, tg) = CQ . 6_4t2 + Ztl <t2 il

1 1 1 1
Ruv(tito) =Ca-e M £ 20 ce7¥2 40— = (t, 4+ ¢ —t1 - to.
(¢) vy (t1,t2) 3-€ +4 9-€ +256 64(2+ 1)+161 2

Propuesto 2.10. Resuelva las siguientes ecuaciones:
dy 2,2
(a)ffldx+y—w5y :
Y 3
b) — — by = ——xy°.
(b) 7 =5y ry

2
(c) y = —ty —ty*.

! 1 2 (s . 1
@)y + oty + fosv’ =0,y (5) = il
Soluciones:
1 10
(a) y(r)= —(l,l_—c)xa (b)y(z) = i\/_5 n 51()33 T ek
(©) ()= 14 et’C’ (@) () == cos(t) + 3sin(t)’

Propuesto 2.11. Muestre que con un cambio de variable adecuado la EDO:

ey =1+ 2(x — 1)e_x2y - (e_2x2y2),
es de tipo Ricatti con coeficientes constantes y resuelva.

Solucidn:

1
El cambio de variable es u = y(x) - e*" y la solucién es y(z) = ( + 1) et
c—x
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3. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN n

3.1. Propiedades generales. La ecuacién diferencial lineal de orden n mas
general tiene la forma

an(O)y"™ + a1 )y + -+ ai ()Y + aot)y = g(t). (3.1)

Si g(t) = 0 diremos que esta ecuacién es homogénea y no homogénea en caso
contrario.

Vamos a suponer de ahora en adelante la siguiente hipdtesis.

(Hy) Las funciones coeficientes a;, i = 0,--- ,n, y la funcion g estin definidas en
un intervalo comin I, donde son continuas. Ademds a,(t) # 0, para todo t € I.

Definicién 3.1. Sean fi,..., f,, n funciones definidas en un intervalo comin I.
Decimos que estas funciones son linealmente dependientes en I si existen con-
stantes ¢y, -+ , ¢, no todas nulas tal que

cifit)+---+cufa(t) =0 paratodo tel.

Decimos que fi,-- -, f, son linealmente independientes si
cafilt)+ - +cufut) =0 paratodo tel

implica que ¢; = co = ... = ¢, = 0.

Ejemplo 3.1.
Ht) =1, falt) = [1]

Es inmediato ver que {f1, f2} es un conjunto linealmente dependiente en el inter-
valo [0,00). Sin embargo estas mismas funciones son linealmente independientes
en el intervalo (—oo, +00).

Ejemplo 3.2. Las funciones
fi(t) = coskt, fo(t) =sinkt, k #0,

son linealmente independientes en cualquier intervalo I. En efecto, supongamos
que

c1fi(t) + cafa(t) =0 para todo te€l.
Como tenemos una identidad podemos derivar, obteniendo

c1fi(t) + cafs(t) =0  para todo tel.
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Reemplazando, se tiene el sistema de ecuaciones
cicoskt + cysinkt =0
—c1ksin kt 4+ cok cos kt = 0.

Como el determinante de los coeficientes es no nulo implica que ¢; = co = 0.
Entonces la funciones {cos(kt),sin(kt)} son linealmente independientes en el in-
tervalo I.

Maés generalmente tenemos

Teorema 3.1. Sean f1,...,f., n funciones definidas en un intervalo I, donde cada
una de ellas posee hasta la derivada n — 1. Si el determinante

; ; # 0, (3.2)
[0 t) o ()

para algin ty € I, entonces {fi,..., fn} son linealmente independientes en ese
intervalo.
Definicién 3.2. La funcion determinante

I

O A

W(fi,., fa)t) = , : )
A ORI P ()

se llama el Wronskiano de las funciones fi,..., f, en I

Demostracion del Teorema 3.1. Por contradiccion, supongamos que existe un pun-

to to € I tal que (3.2) es cierta y que fi,..., f, son linealmente dependientes en
1. Existen entonces constantes c¢q, ..., c,, no todas nulas, tal que
i=1

Derivando n — 1 veces se obtiene

n

S afity=0 vtel

=1

n

Sy =0 Vtel

=1
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Estas ecuaciones las podemos escribir como el sistema

fi(t) fa(t) ¢
fi(?) fa(t) ¢
: =0,
A0 - Y ) \e
para cada t € I. En particular para t = ty, asi
fi(to) fn(to) c1
fi(to) fa(to) Ca
: : : . =0.
) - () ) N e

Pero este sistema de ecuaciones tiene una soluciéon no trivial, entonces el de-

terminante de los coeficientes debe ser cero, esto es W(fy,..., fn)(to) =0, que es
una contradiccion B

Corolario 3.1. Sean fi,..., f, n funciones linealmente dependientes en I, en-
tonces

W(ft,.... f))=0 Vtel

Ejemplo 3.3. Sean mq, mo, ms tres niumeros reales distintos entre si y consider-
emos las funciones

f1(t) =™ fot) = e, f3(t) = ™

Afirmamos que estas funciones son linealmente independientes en R. Para ver
esto consideremos el wronskiano

6m1t emgt emgt 1 1 1

_ mit mot mst _ mi1+meo+ms)t
W (f1, fo, f3)(t) = | mie™?t mge™t mgemst | = elmdmatma)t | py oy g
mie™t m3emt miemst m? m3 m3
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Por lo tanto

W (f1, fo. f3)(t) = —e™ 47279 (g — mg)(my — my ) (ms — my).
El resultado se sigue entonces del Teorema 3.1.

Volvamos ahora a la ecuacién diferencial lineal de orden n (3.1).

an()y™ + -+ a1 ()Y + a(t)y = g(t),

para la cual suponemos que se satisface la hip6tesis (H;). Esta ecuacién la vamos
a escribir equivalentemente como

a; )y = g(t), (3.3)

con la convencién y©(t) = y(t).

Proposicién 3.1. (Principio de Superposicion.) Sean y; ... yg, k soluciones de la
ecuacion homogenea

n

Z a;(t)yD =0 en I (3.4)

=0

Entonces la combinacion lineal

k
Y(t) := Zciyi(t),
i=1
donde los ¢;, 1 = 1,...,k son constantes, es también una solucion de la ecuacion

homogenea en I.

Demostracion. Se tiene
n

STa;tyO) =0 et S e (1)

=0

=S a®y’ (1) =o.

J/

g
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Ejemplo 3.4. Consideremos la ecuacion
y' + Ky =0.

Sabemos que y1(t) = coskt , ya2(t) = sinkt son dos soluciones de esta ecuacion
definidas en R, que son linealmente independientes en este intervalo. Formemos

Y (t) = c1 coskt + cysin kt,

entonces Y es también solucion. Podemos verificar esto directamente, derivando
se tiene

Y'(t) + k*Y(t) = —k*(cicoskt + cosinkt) + k*(cy cos kt + co sin kt)
= ¢ (k? coskt — k* cos kt) + co(k* sin kt — k*sin kt) = 0.

Ejemplo 3.5. Consideremos la ecuacion
y// . k,Qy =0.
Entonces
p(t) =€ pt) =™,

son dos soluciones linealmente independientes de esta ecuacion en R. De la proposi-
cion 3.4, se tiene que

Y(t) = ey (t) + caya(t)
es también es solucion.
A continuacion vamos a estudiar un problema importante que llamamos prob-

lema con condicién inicial para la ecuacién diferencial (3.1) o equivalentemente
ecuacién (3.3). Este problema se escribe como

([ ) a”(t)y(n)+"'+a1(t)y'+ao(t)y:g(t)
n y(to) = Cq, y/(to) = Cy, - 7yn—1(t0) — ¢,

donde suponemos que las constantes cy,--- , ¢, v to € I son datos del problema y
que se satisface la condicién (Hy).

En este problema se quiere encontrar una funciéon y definida en un intervalo
(que segun se verd va a coincidir con 1), que tenga n derivadas en I, que satisface
la ecuacién para cada t € I y las condiciones iniciales en t.

Por ejemplo para el caso n = 2 este problema se reduce a

az(t)y" + ar(t)y' + ao(t)y =0,
() {y(to) =c1, Y(to) = c.
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Para el problema (I,,) se tiene el siguiente resultado general.

Teorema 3.2. Sean ay(t),--- ,a,(t),g(t), funciones continuas en un intervalo I
tal que a,(t) # 0 para todo t € I. Sea ty € I, entonces el problema con condicion
inicial (I,,) tiene una unica solucion definida en el intervalo 1.

Este teorema asegura dos cosas: la existencia de una funcién (solucién) que
satisface la ecuacion diferencial (en I) y las condiciones iniciales y ademdas que
ella es tnica.

No vamos a demostrar este teorema todavia, pero lo haremos mas adelante,
como un caso particular, cuando tratemos sistemas de ecuaciones diferenciales.

A continuacién y como consecuencia de este teorema vamos a estudiar algu-
nas propiedades de la ecuacién homogenea lineal de orden n (3.4). Primero una

consecuencia inmediata de este teorema.

Corolario 3.2. La funcion y = 0, en I, es la unica solucion de la ecuacion
homogenea (3.4) que satisface las condiciones iniciales

y(tO) = 07 y,(tO) - 07 s 7yn_1<t0) = 07

y la llamamos la solucion trivial.

Note que la solucidn trivial siempre satisface ecuacién homogenea (3.4).

Teorema 3.3. Sean {y; ...y, } n soluciones de la ecuacion diferencial (3.4) definidas
en I. Entonces {y;...y,} es un conjunto de soluciones linealmente independi-
entes, st y solo si

Wy ...yn)(t) #0, Vitel.
Demostracion. Si es el caso que W (y; ...y,)(t) # 0 para todo t € I, entonces por
Teorema 3.1 se tiene que {y; ...y, } son funciones linealmente independientes.
Supongamos que {¥y; ...y, } son soluciones linealmente independientes de (3.4).

Queremos probar que W(y; ...y,)(t) # 0 para todo t € I. Para demostrar esto,
vamos a probar equivalentemente que

W(yy...yn)(to) =0, para algun t, € I, (3.5)
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implica que {y; ...y, } son linealmente dependientes en I. Supongamos entonces
(3.5) y formemos el sistema de n ecuaciones algebraicas

yi(to) - yalto) €1
dito) i) | [ 5| =0 (3.6)
yi~(to) - yp (k)| e,
De (3.5) y Algebra Lineal se tiene que el sistema algebraico (3.6) tiene una solucién
&]
#0
Cn

Esto es una solucién donde no todos los ¢s son nulos. Formemos entonces
Y(t) := iy (t) + ... 4 cuyn(t). (3.7)

Por el principio de superposicién como y;(t) . . . y,(t) son soluciones, Y (¢) también
lo es. Ademas se satisface

Y(te) =0, Y(tt) =0, ..., YY" t;) =0

Pero entonces, por el Corolario 3.2, se debe tener que
Y (t) =0, Vitel,
que de (3.7), nos da
ayi(t) + ...+ cuyn(t) =0, Vit e,

con ¢ ... c, no todas nulas. Esto significa que {y; ...y,} son linealmente depen-
dientes en /. H

Teorema 3.4. Sean {yi...yn} n soluciones linealmente independientes de la
ecuacion homogenea (3.4). Sea también Z(t) otra solucion cualquiera de esta
ecuacion. Entonces existen constantes ¢y .. .c,, tal que

n

Z(t) = cyi(h).

=1

Demostraciéon. Sea ¢, € I y consideremos el sistema algebraico

y1(to) T Yn(to) P1 Z(to)
: . : S = Z'(to) : (3.8)
ygnfl) (to) . y’,(lnfl) (to) pn Z(Tb—l) (to)
Como el determinante de los coeficientes de este sistema, que es el wronskiano
yilto) - yallo)
Wit =det |+ o1 £,

gDty -y (k)
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(las soluciones son linealmente independientes) se tiene de Algebra Lineal que este
sistema tiene una unica solucion.
Llamemos (p; ... p,) a esta solucién y consideremos la funcién

Es claro que G es solucion de (3.4) y que considerando (3.8) satisface en ¢
G(to) = Z(to), G'(to) = Z'(to),...,G" D(ty) = Z" D (ty).

Por Teorema 3.2 (parte de unicidad), se debe tener que

Z(t) =G(t) = Zpiyi(t) Viel.
i=1
Se concluye la demostracion definiendo ¢; = p;, i =1...n. R

Hasta el momento hemos supuesto que existe un conjunto de soluciones lineal-
mente independientes {y; ...y,} de la ecuacién (3.4). Vamos a verificar que esto
es asi en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. La ecuacion (3.4) tiene un conjunto de soluciones {y ...yn} que
son linealmente independientes en el intervalo 1.

Demostracion. Para cada ¢ = 1...n, consideremos el problema con condicién
inicial,

an(t)y™ + .. 4 ar(t)y + ag(t)y =0

y(to) = 07 .o 7y(i_1)(t0) — ]_7 e 7y(n_1)(t0) — 07

donde ty € I es fijo. Por el Teorema (3.2), de existencia y unicidad, se tiene que
este problema tiene una tnica solucién definida en el intervalo /. Llamemos y; a
esta solucién.

Vamos a probar que este conjunto {y; ...y,} es linealmente independientes en
el intervalo I. Para esto basta probar que

Wiy ... yn)(to) # 0,

para algun ty € I. Se tiene

yilto) - wilte) - walto)

W (ys ...yn)(to) = det : ey )

Ly () oy (o) ey () ]
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1 0 0
=det|0 ... 1 ... 0|=1
0 0 1

Por lo tanto, del Teorema 3.1, {y; ...y,} son linealmente independientes en 1.

A continuacion estudiamos la estructura del espacio de soluciones de la ecuacién

(3.4).
Sea S el conjunto de todas las funciones y : I — R que son solucién de la
ecuacién (3.4), esto es
S={y:I— R |y essolucién de (3.4)}.

Notemos que si «, 3 son escalares reales e y; € S, yo € S, entonces ay; + Bys € S,
ya que cualquier combinacién lineal de soluciones es solucion, por el principio de
superposicion. Ademas claramente la solucion trivial estd en S.

Este argumento nos dice que S tiene la estructura de un espacio vectorial (es-
pacio lineal). Mas atin, Teorema (3.4) nos dice que dim & = n. Asi, hemos de-
mostrado.

Teorema 3.6. El conjunto de soluciones S de la ecuacion (3.4) es un espacio
vectorial de dimension n.

Una base de soluciones en este espacio esta formada por cualquier conjunto de
n soluciones linealmente independientes.

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion
y// + k:Qy =0

una base de soluciones queda dada por {y1, y»} donde y; (t) = cos kt, y(t) = sin kt.

Sea {y1 ...y} una base de soluciones de la ecuacién (3.4). Entonces sabemos
que para cualquier solucién y, existen constantes c; ... c, tal que

y(t) = ey (t) + ...+ coyn(t)-

Por esta razon la expresion

y(t) = ain(t) + - 4 cagn(t),
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donde ahora ¢y ...c, son constantes arbitrarias, la llamamos la soluciéon general
de la ecuacién homogenea (3.4) (més adelante la denotaremos por yp(t)).

Ejemplo 3.6. Consideremos el problema
yl// _ 6y// + lly/ _ 6y — 0

Queremos encontrar un conjunto de tres soluciones linealmente independientes, es
decir una base de soluciones de esta ecuacion. Intentamos soluciones de la forma

y(t) = e,
Derivando y substituyendo en la ecuacion, se tiene
(@® —6a* + 11a — 6)e™ =0 VteR,
por lo que
o —6a® + 1la— 6 = 0.
Se tiene que oy = 1, ag = 2, y az = 3 son raices de esta ecuacion, ellas dan origen
a las tres soluciones

_ ot 2t _ 3t
yl(t) =€, yQ(t) =€, y3(t) =c .
Como oy, as, az son distintas entre si, sabemos que son linealmente independi-
entes en R. En consecuencia la solucion general de la ecuacion diferencial es dada
por
t 2t 3t
y(t) = cre’ + coe™ + cze™,

con c1,coy Y c3 constantes arbitrarias.

Consideremos ahora la ecuacién no homogenea (3.3)
n
(D =
> ai(t)y? = g(t),
i=0
para la cual como en el caso de la ecuacién homogenea queremos encontrar una
representacion para la solucion general. La ecuaciéon homogenea asociada a esta

ecuacion es
n

>t =0

i=0
Sea {y1,-..,Yyn} una base de soluciones de esta ecuacién. y supongamos que por
algin método hemos encontrado una solucion de la ecuacion no homogenea que
llamamos ¥,, por solucién particular. Sea también y una solucién cualquiera de
la ecuacién no homogenea y definamos una funcién z por z(t) := y(t) — y,(t.) Se
tiene que

n n n
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Entonces z es solucién de la ecuacion homogenea y por lo tanto existen constantes
C1,. .., Cn, tal que 2(t) = >0 ¢;y;(t). De aqui,

y(t) = Z ciyi(t) + (),

expresion que llamamos la solucion general de la ecuacién no homogenea. Recono-

ciendo que la expresion Y . ¢;y;(t) es lo que hemos llamado la solucién general de
q p i=0 CilYi q ucion g

la ecuacién homogenea, la llamaremos de ahora en adelante y;. Se tiene entonces

que la solucién general de la ecuacién no homogenea se puede escribir como

y(8) = yn(t) + yp(1).

Ejemplo 3.7. Consideremos la ecuacion diferencial
y" — 6y" + 11y — 6y = 3t, (3.9)

y llamemos y a la solucion general de esta ecuacion. La ecuacion homogenea
asociada es

yl// _ 6y// + lly/ _ 6y — 0’
y sabemos que su solucion general queda dada por

yn(t) = cre’ + coe® + cze™,
donde ¢y, c2,c3 son constantes arbitrarias. Falta conocer y,(t), la cual vamos a
encontrar de la siguiente forma. Suponemos que y,(t) = At+ B. Reemplazando en
la ecuacion diferencial (3.9), nos da un par de ecuaciones algebraicas de las cuales

determinamos A y B. Efectuando los cdlculos se obtiene A = —% y B = —%.
Entonces, la solucion general de la ecuacion (3.9) es
1, 11
P 2 | Bt _ Sy 1o
y(t) = e’ + cpe™ + ¢ SYRED

3.2. Ecuacion de segundo orden homogénea. En esta seccién queremos
aplicar la teoria de la seccién anterior a la ecuacién diferencial

as(t)y” + a1 (t)y + ao(t)y = 0, (3.10)

donde ay, a1, ag son funciones continuas en un intervalo I, con ay(t) # 0 para todo
t € I, es decir se cumple la condicién (Hy).

De acuerdo a lo visto para encontrar la solucién general de la ecuacién (3.10)
tenemos que encontrar dos soluciones linealmente independientes, es decir una
base de soluciones para esta ecuacion. Consideremos dos ejemplos.

Ejemplo 3.8. Consideremos la ecuacion

2y + 8ty + 12y =0, t € (0,+oc0).



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

53
Intentamos soluciones de la forma y(t) = t™. Derivando

Y (t) =mt™ !, y'(t) = m(m — 1)t 2,
y formando el lado izquierdo de la ecuacion, se obtiene que
t2y" + 8ty + 12y

m(m — ™2 + 8tmt™ " + 124™
(m(m —1) 4+ 8m + 12)t™.

De aqui que y(t) = t™ serd solucion si

m(m—1)+8m+12=m? +Tm + 12 = (m + 3)(m + 4) = 0.
Este polinomio tiene las dos raices,

my = _37 mg = _4a
lo que nos da las dos soluciones linealmente independientes

() =172, )=t
con lo que la solucion general de la ecuacion es

y(t) = Cit =3 + Cot ™.
Consideremos a continuacion un ejemplo donde el método anterior nos da solo
una solucion.

Ejemplo 3.9. Consideremos la ecuacion

t2y" =3ty +4y =0, te(0,+00).

Como antes intentamos soluciones de la forma y(t) = t™. Derivando, se tiene que

y'(t) = mt™ !, y'(t) = m(m — 1)t™ 2

Formando el lado izquierdo de la ecuacion
2y =3ty +4y = t*m(m — D™ = 3tmt™ "+ 4™

(m(m —1) — 3m + 4)t™.
De aqui que y(t) = t™ serd solucion si

m(m—1)—3m+4=(m-2)?>=0.
Este polinomio tiene una raiz con multiplicidad 2,

m12:2a

)
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lo que nos da solo una solucién de la ecuacion y(t) = t*.

Para completar la base tenemos entonces que usar otro método el cual lo vamos
a explicar para el caso general. Se deja como ejercicio completar la base para este
ejercicio.

Partimos de la ecuacién (3.10) que escribimos en la forma:

v + Pty +Q(t)y=0 (3.11)
donde " "
aq t Qo t
Py = v Q=

Suponemos que se conoce una solucion y; de este problema y queremos completar
la base.

Por condiciones técnicas vamos a suponer también que y;(t) # 0 para todo
t € I. Si esta condiciéon no se satisface entonces el método se aplica en cualquier
subintervalo de I donde ella se se cumpla.

Intentamos una solucién en la forma

y(t) = u(t)ys(t). (3.12)

Derivando y formando la ecuacién (3.11) se obtiene:

0=y"+Pt)y'+Q()y =y (t)u"+ (204 (t) + P(£)y1 ()u'+ (g1 + P)yy + Q()y)u,

~
=0

de donde y, dado por (3.12), sera solucién si u satisface
y()u” + 2y (t) + P(t)y(t))u’ = 0.
Esta ecuaciéon se puede escribir como
2y (t
'+ ( wio) | P(t)) v =0,
yi(t)
Haciendo el cambio de variable v’ = w, se obtiene que w satisface
20 (¢
w' + ( (1) +P(t)) w =0,
yi(t) /

g

P(t)

[\
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que es una lineal de primer orden. Ahora
of P(t)dt _ n (t)zef P(t)dt7
de donde N N
(w’ + P(t)w) e/ POt —
nos da )
(@2 P O"u(t)) =0,
Integrando
Cy
wt) = v (1) = —2 ¢ fP(t)alt7
(t) = u'() DL
de donde una nueva integracion nos da
1 — [ P(t)dt
U(t) = 01 +02/y1(t)26 JP(t) dt
De aqui y de (3.12), y(t) queda dado por
effP(t)dt
y(t) = Cun(t) + Cayn (1) / o dt. (3.13)

Una segunda solucion es dada entonces por
(t) (t) / e~ | Pt)dt "
Y2(l) =1 — 5 at.
yi(t)?
Mostramos a continuacion que yq, yo son linealmente independientes en [.

Para esto formamos el correspondiente wronskiano

W = |4 %
— [ P(t)dt
n(®) nt) | =
_ 1
- — [ P(t)dt — [ P(t)dt
e y1(t)e
Y (t y;(t / dt +
0@ [ 70



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

56

Por lo tanto vy, ys son soluciones linealmente independientes en [ de la ecuacién
diferencial (3.11) ( respectivamente (3.10)), y la solucién general de esta ecuacién
es entonces (3.13).

3.3. EDO lineal de orden n con coeficientes constantes. Consideremos
primero el caso de la ecuacién de segundo orden

ay” + by + cy = 0. (3.14)
donde a,b y ¢ son constantes con a # 0. Intentando soluciones de la forma y(t) =
e™ derivando, y reemplazando en la ecuacién (3.14), se obtiene

(am? + bm + c)e™ = 0.
Por lo tanto y es solucién de (3.14) si m es una raiz del polinomio
p(m) = am? + bm + c. (3.15)

Dependiendo de las raices se obtienen distintos casos.

(a) p(m) = 0 tiene dos raices reales y distintas m; y mq. Entonces y;(t) = ™!
v 42(t) = €™2! son soluciones linealmente independientes que forman una base de
soluciones. La solucién general en este caso es dada por

§(D) = crem™t + e,
donde ¢; y c¢9 son constantes reales arbitrarias.
(b) p(m) = 0 tiene una raiz real m; de multiplicidad dos, la cual da origen a

la solucién y;(t) = e™'. Para encontrar otra solucién linealmente independiente
usamos el método de la secciéon anterior. Asi usando la formula

1
e— f P(t)dtdt

walt) =) |

1(t)

Y1

con P(t) =%y my = —Z, se obtiene la solucién ys(t) = te™. Las soluciones y; e
y2 son linealmente independientes en R por lo que la solucién general de (3.14) es

y(t) = c1e™ + cote™' = (c1 + cot)e™?.

(c¢) p(m) = 0 tiene raices complejas, que deben ser complejas conjugadas y que
denotamos por m; = a+i3, my = a—i[3, con 3 # 0. En este caso las expresiones

y1(t) _ e(a-l—iﬁ)t e yg(t) _ e(oz—iﬂ)t7
son soluciones complejas de (3.14). Estas se pueden escribir como
yi1(t) = u(t) +iv(t), yo(t) = u(t) —iv(t),

donde
u(t) =e*cos Bty w(t) = e sin ft.
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A partir de que y; e yo son soluciones complejas de (3.14) es inmediato ver
que u y v son soluciones reales de esta ecuacién. También, derivando, se puede
demostrar directamente que u y v son soluciones linealmente independientes en R
de (3.14). De esta forma la solucion general de (3.14) se puede escribir como:

y(t) = 1€ cos Bt + coe™ sin Bt = (1 cos Bt + ¢y sin ft) e

Ejemplo 3.10.

En este caso p(m) = 3m? + 2m + 1, que tiene como raices
—1+4v2 —1—14v2
3 Yo 3
La solucion general de esta ecuacion es

my

V2t

2t
y(t) = e t/3 (c1 cos 35 + ¢o8in T)

Consideremos ahora el caso de la ecuacién de orden n. Tiene la forma
any™ + an_1y™ Y + 4 a0y + a1y + agy =0 (3.16)

donde ag, ay, ...., a, son constantes reales, con a, # 0. Como en el caso de n = 2
vamos a intentar solucién de la forma y(t) = e™. Derivando y reemplazando en
(3.16), se obtiene

p(m)emt =0,
donde
pn(m) = a,m™ + ... + aym + ap,

que vamos a llamar el polinomio caracteristico de la ecuacién de orden n.

Asf tendremos soluciones de (3.16) de la forma y(t) = e™ cada vez que m sea
una raiz del polinomio caracteristico. Como en el caso de la ecuacién de segundo
orden hay varios casos dependiendo de las raices. A continuacion vamos a estudiar
las distintas situaciones que suceden.

Caso 1. p,(m) = 0 tiene n raices reales y distintas my, ma, ..., m,. Esto da origen
a las n soluciones linealmente independientes:

mit mnt
y1<t):617...,yn(t):€",
que forman una base de soluciones para este caso. La solucion general es entonces

y(t) = Zn: Ce™t,
=1
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Caso 2. p,(m) = 0 tiene una sola raiz real m, de multiplicidad n. Digamos
pn(m) = a,(m —mq)".

Vamos a motivar la busqueda de la base de soluciones para este caso por medio
de un caso particular. Consideremos la ecuacién diferencial

v +3y"+3y +y=0.
El polinomio caracteristico correspondiente es
ps(m) =m’ +3m*+3m+1=(m+1)°

que tiene como raiz a m; = —1 con multiplicidad 3. Esto da solo una solucion de
la forma exponencial y;(t) = ¢!, y por lo tanto tenemos que completar la base
por un medio distinto.

Definamos la funcién de dos variables u(t, «) = e®. Se tiene

u o O%u o Ou N
E(t,a) = ae™, ﬁ(t,a) = a?e™, 5 —(t,a) = a’e™

De aqui que
63u 0%u ou
83 at 82 at a
f@(e )+38t2< )+3at(

= (@®+3a* +3a+1)e™ = (a +1)% (3.17)

(t, ) + u(t, )

B 4 e

expresién que es una identidad. Derivando (3.17) parcialmente con respecto a «,

se obtiene
0% Ou 9% Ou 0 Ou ou
(o) + 3 (5E (1)) + 3 (S (1)) + ()
> —(te*) + 3— - (te®") + 3~ 0 (te™) + te® = 3(a + 1)%e™ + t(a + 1)%e* (3.18)
BpTE ot? ot ’

Derivando nuevamente con respecto a «, obtenemos

3 2
88153 (t2e) +3§ (t2e™) +3a

a <t2 at) +t2 at
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=6(a+ 1)e* + 6(a + 1)%te™ + t*(a + 1) (3.19)

Notemos a continuacién que se tiene la siguiente propiedad:

i( keat>a:m1 — _(tk€m1t>’

ot dt?

donde k es un entero no negativo. Usando esta propiedad, y evaluando (3.17),
(3.18) y (3.19) para o« = m; se obtienen respectivamente las siguientes ecuaciones:

d3 mit d2 mit d mit mit 3 mit
%(e )+3@(e )+3£(e )+ ™Mt = (my + 1)°e™, (3.20)
%(te )+ @(te )+ E(te 1)+ te™?
= 3(my + 1)%e™! + t(my + 1)%e™, (3.21)
y
d? d? d
%(ﬁemlt) + @(t26m1t> 4 E(ﬁemlt) + t2em1t
= 6(my + 1)e™" 4+ 6(my + 1)*te™" + 2 (my + 1)e™*, (3.22)

Pero m; = —1, por lo que los segundos miembros de (3.20), (3.21) y (3.22), son
cero. Se obtiene entonces que las funciones

n (t> = emlta yQ(t> = t€m1t’ y3(t) = t2€m1t

son soluciones de la ecuacién diferencial. Veamos que son soluciones linealmente
independientes. Para esto evaluamos el wronskiano
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€m1t temlt t2€m1t

mye™t ™t 4 om te™?t 2te™t + t2my et

Wyi,y2,y3)(t) =

m2e™t 2mye™t + mite™t  2e™t 4 dtmye™t + *mie™!

en t = 0, obteniendo

1 00
W(ylay%yi’))(o) = my 1 0= 2,
m? 2 2

por lo que estas soluciones son linealmente independientes en R. La solucion gen-
eral del problema es finalmente

y(t) = (Cl + Cgt + 03t2>€m1t.

El caso general se demuestra de la misma forma, aunque claramente en forma
mas técnica. En este caso m; es raiz real de multiplicidad n, asi que el polinomio
caracteristico tiene la forma

pn(m) = a,(m —mq)".
La base de soluciones esta dada por el conjunto de soluciones linealmente inde-
pendientes

yi(t) =™, yo(t) = te™, .., yu(t) = "™,

por lo que la solucion general es

y(t) - (Cl + ot + c3t2 4+ 4 Cntn_l)emlt.

Caso 3. Suponemos ahora que el polinomio caracteristico p,(m) tiene una raiz real
my de multiplicidad £ y el resto de las raices son reales y simples. Razonando como
en los casos anteriores se puede demostrar que una base de soluciones esté formada
de la siguientes manera. Para la raiz m; se obtienen las soluciones
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yi(t) =™ y(t) = te™t, L y(t) = 5™,
y para el resto de las raices myy1, ..., m,, las soluciones
Yrpr (1) = ™10y (t) = et

Estas n funciones son linealmente independientes en R. La soluciéon general se
puede escribir entonces como

y(t) = (c1+ -+ et )™ 4 €™ + L 4 cpe™

Caso 4. Las raices del polinomio caracteristico p,(m) son todas reales y son tales
que dos de ellas tienen multiplicidad, m; con multiplicidad k; y ms con multipli-
cidad ko, el resto de las raices (si es que existen) mg, yky11,- - -, My, SON simples.
En este caso la base de soluciones esta formada por las funciones

yi(t) = e™b Ly, (1) = thTtemt

asociadas a la raiz mq,

Yir i1 (t) _ €m2t, Yk 42 (t) — temzt’ e Ykt (t) — tszlemzt

asociadas a la raiz mg, y

Yk1+ko+1 (t) - 6mlierJr1t7 cee 7yn(t) - emnt

que estan asociadas al resto de las raices. Estas n funciones son linealmente inde-
pendientes en R y por lo tanto la solucién general se puede escribir como

y(t) =(c1+ ...+ ckltkl_l)emlt + (ka1 + ...+ ck1+k2tk2_1)em2t

t nt
+Ck1+k2+1€mk1+k2+1 + ...+ cmnem .
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Ejemplo 3.11. Resuelva la ecuacion diferencial

y(iv) . Qy// +y= 0

El polinomio caracteristico correspondiente es

p(m)=m*—2m?* +1=(m? —1)> = (m + 1)*(m — 1)?

que tiene las raices my = 1, my = —1, ambas con multiplicidad 2, con lo que la
base de soluciones esta dada por
e, te', et te '

La solucion general es entonces

y(t) = (c1 + cat)e’ + (c3 + cat)e ™.

Caso 5. Suponemos que p,(m) tiene un par de raices complejas conjugadas m; =
a4+ i, me = a — i3, con B # 0, y el resto de las raices ms, ..., m, son reales
y simples. Tal como antes se puede demostrar que para las raices m; y my se
obtienen las soluciones reales

y1(t) = e cos Bt Yo (t) = e sin G,
y para el resto de las raices las soluciones

ma3t

emst . et

Asi la solucién general se escribe como

y(t) = c1e® cos Bt + coe® sin Bt + cze™' + -+ + ¢, M

Ejemplo 3.12. Resuelva la ecuacion diferencial
y" — 8y = 0.
El polinomio caracteristico correspondiente es
p(m) =m® —8 = (m — 2)(m* + 2m + 4)

que tiene las raices my = 2, mo = —1 + i3, my = —1 —iv/3, con lo que la base
de soluciones estda dada por

e’ et cos(V/3t), e~ sin(V/3t).
La solucion general es entonces

y(t) = c1e® + (cq cos(V/3t) + c3sin(v/3t))e ™.
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Consideremos un dltimo caso.

Caso 6. Suponemos que el polinomio caracteristico p,(m) tiene una raiz compleja,
my = a + i de multiplicidad k, y por lo tanto tiene también a ms = a — i3,
como raiz con multiplicidad k. Para simplificar vamos a suponemos que no hay
mas raices lo que implica que n = 2k. En este caso se puede demostrar que la
base de soluciones esta formada por las funciones:

e cos fBt, te® cosft,- -, tF71e cos it

e sin ft, te®tsin ft, - - -, t*Le? sin Gt.

De esta forma la solucién general es

y(t) = e™(cy + cot + - + et ) cos Bt
+e™(dy + dot + -+ - + dyt" ") sin Bt

Ejercicio. Encuentre la base de soluciones y la solucién general si en Caso 6 se
tiene que n > 2k y ademas el polinomio caracteristico tiene n — 2k raices reales y

simples.

Ejemplo 3.13. Encuentre la solucion general para la ecuacion diferencial
y™ +y = 0.
El polinomio caracteristico es
pa(m) =m* + 1= (m? —i)(m* + 1),

que tiene como raices a

miyo = :l:\/;, msaq4 = :t\/ —1.

Estas se pueden escribir como

1 7 1 7

m = —+ —= My = ——= — —
T2 V2 T2 V2
1 7 1 7
mg=—=— —= my=———+ —.
V2 V2 V2 V2

La base de soluciones es entonces
evzcos| — |, evisin|—], e cos| —=], e sin | — | .
V2 V2 V2 2

La solucion general se puede representar como
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_t .t _t t .
y(t) = eﬂ(cl coS — + ¢9 8in —) +e ﬁ(dl coS — + dy sin

VG 73 T )

3.4. Meétodo de variacién de parametros. Este método nos va a a permitir
encontrar soluciones particulares de algunas ecuaciones diferencial con coeficientes
variables. Comencemos con la ecuacion diferencial

as(t)y” + a1 (t)y’ + ao(t)y = g(t).

Como siempre suponemos que as, a1, y ag, g son funciones que satisfacen la condi-
cién (Hp) en un intervalo /. La ecuacion la escribimos en la forma

v+ Py +Q(t)y = 1(1) (3:23)
donde
PH)=220), Q=20 fH) =)

La ecuacion homogénea asociada es

'+ Pt)y +Q(t)y =0, (3.24)

para la cual suponemos conocida una base de soluciones ¥y, y». Asi, la solucion
general de esta ecuacion es

Yn(t) = Cry(t) + Coya(t).

El método para para encontrar una solucion particular y,(t) de (3.23) consiste
en suponer

Yp(t) = wr(t)y:(t) + ua(t)y2(t)

y reemplazar en (3.23) para encontrar dos ecuaciones para las funciones incognitas
U1 ¥ us. Derivando y reemplazando se obtiene
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w ()[yy + POy + Q(t)y] +ua(t)[ys + P(H)ys + Q()ye] + P(H)uy(t)yi(t)

J N J/

vV vV
=0 =0

P (E)uy(t)y2(t) + 2uy (H)ya (1) + 2un(B)ys(t) + ui (O (t) + up(H)ya(t) = (1),

que dado que y; e yo satisfacen la ecuacién homogenea se puede escribir como

P (H)y1 () + ua()ya ()]

d

Fuy ()91 (1) + up()ya (1) + = [ur (D () +ur()y2(0)] = f(2) (3.25)

Como necesitamos 2 ecuaciones para u; y tus SUPONemos que

uy (E)yu(t) + us(t)ya(t) = 0, (3.26)

quedando la ecuacién (3.25) como

ur (D)9 () + ua (£ (t) = f(#)- (3.27)

Ecuaciones (3.26) y (3.27) son dos ecuaciones para u; y us. Usando matrices
estas toman la forma

Usando la regla de Kramer se obtiene que

PN y2(1) f(t) 1
uy (t) = _—W(yl,yg)(t)’ Y uy(t) =

y(t)f(1)
Wy, y2)(t)

Notamos que Wy, y2)(t) # 0 para todo t € I porque ¥,y son linealmente
independientes en ¢. Integrando las expresiones para u} y uj se obtiene
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(1) f(¢)
Wy, y2) (t) 7

Y2 () f(1)

ulf) =0 = W(ylaQQ)(t)

dt, y us(t)=0Cy+

de donde
ur (D)y1(t) + uz(t)y2(t) =

y2(t) f ()
W (y1, y2)(t)

y () ()

dt + Yo (t) —W(yh y2)(t> .

= C’lyl(t) + C2y2(t> — W <t)

Como los dos primeros términos forman parte de la solucién de la ecuacion ho-
mogenea podemos tomar la solucion particular como

yi(t)f(t)
W(Z/l, y2) (t) '

ya(t).f (1)

i dt + ya(t)

Yp(t) = = (1)

Con esto la solucion general de la ecuacion es

y(t) = Cryr(t) + Caga(t) + (1)

Ejemplo 3.14. Resuelva la ecuacion diferencial

Py dy

— —4— 44y = (t +5)%e*.

gz g T =)

La ecuacion homogenea asociada es:
Py dy
—— —4— 44y =0,
ae tu T
con polinomio caracteristico (m — 2)? = 0, y por lo tanto m = 2 es raiz de

multiplicidad 2. De aqui que la solucion general de la ecuacion homogenea es

yn(t) = (c1 + cot)e?.

Para encontrar la solucion particular de la no homogenea, usamos variacion de
pardametros. Se obtiene:

t+ 10 25 t3
y,(t) = —e* <Z + Et?’ + ?t2> + te! <§ + 5t% + 251&)

y, finalmente, la solucion general es:

y(t) = (c1 + cat)e® + y,(1).
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Estudiemos a continuacién como extender el método para ecuaciones de orden
superior. Consideremos el siguiente caso.

y"'+ Py + Q)Y + R(t)y = f(D), (3.28)

donde las funciones coeficientes y f son continuas en un intervalo I. Como antes,
suponemos conocida una base de soluciones {y1, y2, y3} de la ecuacién homogenea
asociada y postulamos como solucién particular de (3.28)

Yp(t) = ur ()t (t) + ua(t)y2(t) + us(t)ys(t). (3.29)

Derivando esta expresion se obtiene

Yp(t) = ur (D)1 (8) + ua(t)ys(t) + ua(t)ys(t) (3.30)

donde hemos impuesto la condicién de que

uy ()1 (£) + us()ya(t) + us(t)ys(t) = 0. (3.31)

Derivando (3.30) e imponiendo que

uy (B)y (1) + us(H)ys(t) + us(t)ys(t) =0, (3.32)
se obtiene
Yy (1) = wy (8)yy (1) + ua(t)ys (t) + us(t)ys (). (3.33)

Derivando esta expresion obtenemos

Yp (8) = ur(£)yy" () + ua(t)yy'(t) + us(t)ys'(t)

+un ()yy (£) + usy(8)ys (1) + us (85 (). (3.34)



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

68

Reemplazando (3.29), (3.30), (3.33) y (3.34) en (3.28) y utilizando que yi, y2, Y3

son soluciones de la ecuacién homogenea asociada, se obtiene

ur (DY (1) + ua(t)ys (t) + us(tys (t) = F(1). (3.35)

Las ecuaciones (3.31), (3.32) y (3.35) se pueden escribir como el sistema

yi(t) wya(t) ys(t) uy (t) 0
yi(t) ys(t) vs(t) up(t) | =| 0
yi(t) ys(t) wi(t) uy(t) f(t),

para las incognitas ], ub, u5. Asi, usando la regla de Cramer, se obtiene que:

' W (y2,y3)
ul(t) ! W(y1,y2,y3)
w 1
wa(t) = St W(y(ly3y’2y y)3)
/ W (1, 2)
us(t) = St W(y1,92,v3)’

donde W (y;,y,) denota el wronskiano de las funciones y;,y; para j = 1,2,3, y
W (y1,y2,y3) el wronskiano de las funciones yi, y2,y3. Como en el caso anterior
estas expresiones e integran y se forma

ur(t)ya(t) + ua(t)y2(t) + us(t)ys(l),
de donde se obtiene una solucion particular.

En forma enteramente similar se puede encontrar una féormula para encontrar
una solucion particular para una ecuacion lineal de orden n. Esto se deja como
ejercicio.

Para usar el método de variacién de parametros hay que conocer una base de
soluciones de la ecuacién homogenea asociada. Vamos a consider a continuacién

una clase de ecuaciones diferenciales a coeficientes variables donde esto es simple.

Ecuacién de Euler-Cauchy. Tiene la forma:

ant"y"™ + @ "y o aty + agy = g(1), (3.36)
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donde ag, aq, ..., a, son constantes con a, # 0 y donde suponemos que ¢t > 0. La
ecuacion homogenea asociada es

ant™y™ + .+ arty + aoy = 0. (3.37)

Afirmamos que con la transformacién de variable independiente ¢t = €7 la ecuacién
(3.36) y la ecuacién (3.37), se transforman en ecuaciones a coeficientes constantes.
[lustramos esto para la ecuacion de segundo orden.

axt®y" + arty’ + aoy = g(t). (3.38)

La ecuacién homogenea asociada es

ast®y” + arty’ + agy = 0. (3.39)

Denotando por 4(7) = y(e7) y derivando se obtiene respectivamente:

— ey _dy

— t2 "
dr

ty

De esta forma la ecuaciéon homogenea asociada

ast*y” + arty’ + apy = 0,

se transforma en la ecuacién a coeficientes constantes siguiente:

d*y dy =~
GQW + (a1 — ag)% + apy = 0.

El polinomio caracteristico correspondiente es

p(m) = aym® + (a1 — az)m + ag.

Denotando por m; y my las raices de este polinomio tenemos 3 casos.

Caso 1. m; y ms son reales y distintas. En este caso una base de soluciones es
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Caso 3. Las raices son complejas (conjugadas), m; = a + i3, ms = a — i3, con
(£ # 0. En este caso una base de soluciones es

y1(1) = e*"cos BT, Y2(T) = €7 sin 7.

Conocida estas bases, las expresamos en término de la variable ¢ para obtener
las bases correspondientes para la ecuacién (3.39). Se tiene respectivamente:

Caso 1.

() =", ya(t) =t
Caso 2.

yi(t) =t ys(t) = t™Int.
Caso 3.

y1(t) =t%cos (B(Int)), yot) =t*sin(G(Int)).

Estamos entonces en posicion de obtener una solucion particular de la ecuacién
(3.38) por medio del método de variacién de pardmetros. Sigamos con un ejemplo.

Ejemplo 3.15. Resuelva la ecuacion diferencial

2y — 2ty + 2y = tle'.

Haciendo el cambio de variable t = €™ la ecuacion homogenea asociada
t2y" — 2ty + 2y = 0,

se transforma en
*’y L dy
— —3=+4+2y=0.
d?T dr +ey
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El polinomio caracteristico es p(m) = m? — 3m + 2, con raices my = 1, my = 2.
De aqui que la base de soluciones es

yi(t)=¢€", 7a(1) = e,

Volviendo a la variable t esta base queda

n(t) =t ) =1

por lo que la solucion general de la ecuacion es

yh(t) == Clt + Cgt2.

Para encontrar la solucion particular usando variacion de pardmetros, partiendo
de la ecuacion escrita como

Ponemos y, = ui(t)y1(t) + ua(t)ya(t) donde uy,us satisfacen:

o ()
R (TRAI0)

/ o n (t)f(t)
O = W )@

Calculando el wronskiano, se obtiene

Entonces
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Integrando, se tiene

uy(t) = —/tzetdt = —t?e! + 2te! — 2¢",

us(t) = /tetdt = te! — €.

Con esto la solucion de la ecuacion queda

y(t) = 1t + cat?® + ug ()t + ug (D)% = 1t + cot® + t2e! — 2te.

Nota. Observamos que un procedimiento alternativo al expuesto consiste en trans-
formar la ecuacion.

ast®y” + arty’ + apy = g(t)

por medio del cambio de variables t = €7, a

2_

.
+ (a1 — az)—y + apy = g(e”),

= &2 dr

resolver esta ecuacion a coeficientes constantes, y volver después a las expresiones
en términos de la variable ¢.

3.5. Método de los coeficientes indeterminados. Este método nos va a
servir para encontrar soluciones particulares de la ecuacién lineal no homogeneas
a coeficientes constantes

any(") + .t ay +agy = g(t), (3.40)

donde ¢ : I — R es una funcién continua y a} - - , a, son constantes reales.
Introducimos una notacion operacional denotando por
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d d? d”
D=—, D*=—, ... D'=—.
dt’ ez’ dtm
Asi la ecuacion diferencial anterior la podemos escribir como
(@, D"+ ...+ a1D+ apl)y = g(1), (3.41)
donde I denota el operador identidad. La expresion
P(D)=a,D"+...+a1D + apl, (3.42)

la llamamos un operador diferencial de orden n (a coeficientes constantes). Como
se puede ver inmediatamente P(D) es un operador lineal sobre el espacio vectorial
de las funciones y : R — R de clase C"(R, R).

Como motivacion veremos algunos casos particulares de operadores diferen-
ciales. Consideremos los tres operadores diferenciales:

P(D)=D*+D, QD)=DD+1), R(D)=(D+1I)D.

Se tiene
’y dy
P(D)y = (D*+D -+ =
(D)y = (D°+ D) T T
B _d (dy d*y  dy
Q=D+ Dy =5 (G +v) =G4+
y

d dy d*y dy
R(D)y:(D+[)Dy: (%—FI) a:w—f‘%

por lo tanto P(D) = Q(D) = R(D), es decir

D*+D=D(D+1I)=(D+1I)D,

que interpretamos como que P(D) = D?+ D se puede factorizar en 2 factores que
conmutan. En forma similar se demuestran los siguientes casos.

Para a y b nimeros reales y n un entero positivo, se tiene:
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(D*+ (a+b)D + abl) = (D + al)(D + bI) = (D + bI)(D + al),

(D*+ (a+b)D + abl)* = (D + al)"(D + bI)" = (D + bI)"(D + al)",
y si m es otro entero positivo, se tiene
(D? + (a + b)D 4 abl)"(D? + (¢ + d)D + cdI)™
=(D+al)"(D+bI)"(D+cl)™(D+dI)™

— (D + bI)(D + al)*(D + dI)™(D + cI)™

= (D + cI)™(D + al)"(D + dI)™(D + bI)"

= (D*+ (c+d)D + cdI)™(D* + (a + b)D + abl ).
Similarmente si a4, ..., a, son nimeros reales, se tiene:
(D+al) (D +ayl) = H (D + agI)
j=1l.n

donde {k(1),...,k(n)} es cualquier reordenamiento de {1,...,n}. Note que esta
expresion es tambien cierta si los aq, ..., a, son nimeros complejos.

Finalmente, si ademas b1, ..., b, son nimeros reales se tiene

(D? + (a1 + b)) D + aybyI) - - (D* + (ay, + by) D + anb,I)

= I (D + (argy) + i) D + aniiy b))

j=l.n
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Consideremos nuevamente la ecuacién diferencial (3.41), que reescribimos como

p(D)y = g(1), (3.43)

p(D)y =0, (3.44)

para la cual sabemos como encontrar sus soluciones. Hemos visto que estas solu-
ciones forman un espacio vectorial lineal de dimensién n. Este espacio es exac-
tamente el kernel del operador p(D). Por abuso de notacién p(D) lo llamaremos
también un polinomio (diferencial).

En el método de coeficientes indeterminados es conveniente introducir el con-
cepto de polinomio anulador. Sea u una funcion suficientemente diferenciable y
supongamos que ¢(D) es un polinomio diferencial tal que ¢(D)u = 0. Entonces
decimos que ¢(D) es un polinomio anulador de u. Notamos que equivalentemente
u debe estar en el kernel del operador ¢(D).

En forma elemental se tiene:

d"k
Si u(t) = k = cte, entonces D"k = ol 0 para todo n > 1.
. . d™u(t)

Si u(t) = t", n entero positivo, entonces D™y = e 0 para todo entero
m > n.
Como consecuencia de esto tltimo si

u(t) =co+ct+ ... +cpqt"t (3.45)
donde ¢y, -+ ,c,_1 son constantes reales, entonces D™u = 0, para todo entero

m > n. Es decir D™, m > n, es un anulador del polinomio en (3.45).
A continuacién vamos a estudiar algunos casos particulares importantes.

= El operador
p(D) = (D —a)" (3.46)
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es un polinomio anulador de las siguientes funciones:

et te ... Tl n>1, (3.47)

equivalentemente todas estas funciones estén en ker p(D).

En efecto, p(D)u = 0 es equivalente a la ecuacién diferencial homogenea:

(D—a)"u:(%—a)----(i—a)u:(],

que tiene por polinomio caracteristico a p(m) = (m — «)™ (usamos la misma letra
para denotar el polinomio). Como el conjunto de raices de este polinomio esta
formando por una raiz real de multiplicidad n, entonces es claro que la familia de
funciones (3.47) son anuladas por el polinomio diferencial , méds aun forman una
base de soluciones para la ecuacién diferencial p(D)u = 0.

Ejemplo 3.16. Encuentre un polinomio que anule a u(t) = e™3 + tet.

Solucién. Se tiene que (D + 3) anula a e y que (D — 1) anula a te', por lo
tanto (D + 3)(D — 1)* es un polinomio anulador de .

= El operador diferencial

p(D) = [D* — 2aD + (o® + 52)]". (3.48)

donde «, 3 son nimeros reales con 3 # 0, es anulador de las siguientes funciones

e cos Bt, te® cos Bt, ..., t" e cos ft,

e sin ft, te®tsin ft, ..., t" e sin ft. (3.49)

En efecto, el polinomio caracteristico correspondiente a la ecuacién p(D)y = 0
es

p(m) = [m* — 2am + (a® + 5%)]",

y como
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m? — 2am + (a* + 3*) =0

tiene como raices m; = a+ 13y myo = a — 13, se tiene que my y mo con multipli-
cidad n son las tnicas raices del polinomio p(m). Entonces la familia de funciones
(3.49) son anuladas por el polinomio diferencial, y como antes forman una base
de soluciones para la ecuacion diferencial p(D)u = 0 correspondiente.

Ejemplo 3.17. Encuentre un polinomio anulador de

cosft, sinpt, [ #0

Solucion. En ambos casos es (D* + [3?).

Ejemplo 3.18. Encuentre un polinomio anulador de
tcos Bt, tsin (t.
Solucién. (D?* + (3%)2.

Pasamos a continuacién a describir el método de los coeficientes indeterminados.

Consideremos la ecuacién a coeficientes constantes (3.43), que reescribimos co-
mo

p(D)y = g(t),
donde p(D) esta definido en (3.42), es decir

p(D) = CLnDn+ +(11D+6L0.

La ecuacién homogenea asociada de la ecuacion (3.43) es

p(D)y =0, (3.50)

con polinomio caracteristico p(m) = 0. Supongamos que las raices de este poli-
nomio my, . . ., my son reales y tienen multiplicidad ky, ..., k;, respectivamente, de
manera que

p(m) = an(m —my)™ - (m —my)™, (3.51)

donde k; + - - - + k; = n. Entonces es ficil ver que p(D) admite la factorizacién
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p(D) = an(D —my )" - (D —mI)*, (3.52)

y viceversa si p(D) se puede factorizar como en (3.52) entonces p(m) se puede
factorizar como en (3.51).

Supongamos ahora que el polinomio caracteristico p(m) de (3.50) contiene un
par de raices complejas conjugadas m; = o+ i3y my = a — i3, entonces p(m)
contendrd el factor m? — 2am + (a? 4+ 3?). Si ademés estas raices tienen multipli-
cidad k entonces p(m) contendrd el factor [m? — 2am + (a? + $%)]*. En este caso
el polinomio p(D) contendra el correspondiente factor [D? — 2aD + (a? + 32)I]*
y viceversa.

Como el polinomio anulador p(m) siempre se podré factorizar en expresiones
que contengan términos de la forma (m — «)?, [m? — 2am + (a? + 3?)]* (teorema
fundamental del algebra) es claro que p(D) se puede factorizar similarmente en

factores de la forma (D — )7, [D?* — 2aD + (a? + 3?)].

De los argumentos anteriores es claro que si g(t) es una de las siguientes fun-
ciones

(a) una constante k;
(b) un polinomio en ¢;
(¢) una funcién exponencial e*;
(d) una funcién trigonométrica de la forma sin ft, o cos [t;
(e) productos de estas funciones
(f) combinaciones lineales de estas funciones,
entonces es siempre posible encontrar un polinomio anulador p(D) de esta funcién
9(t).
Supongamos que para la ecuacién (3.43) conocemos un polinomio anulador

q(D) de la funcién ¢, y multipliquemos ambos mienbros de esta ecuaciéon por
q(D), entonces

Asi y (la solucién general de ecuacion (3.43)) es también solucién de una ecuacién
homogenea a coeficientes constantes (de orden ny mayor que n). Poniendo (D) =
q(D)p(D), esta ecuacién se escribe
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r(D)z =0, (3.53)

ecuacién homogenea a coeficientes constantes que sabemos como resolver. En
efecto tenemos que encontrar n; soluciones linealmente independientes de esta
ecuacion para formar una base B.

Sean {y1, -+ ,yn} n soluciones linealmente independientes de la ecuacién (3.50),
es decir que satisfacen, p(D)y; = 0,7 = 1,...,n. Entonces tambien se satisface que
r(D)y; =0,i=1,...,n, es decir son n soluciones linealmente independientes de
(3.53). Supongamos que Y,i1, - - ., Yn, Son n; — n soluciones adicionales de (3.53)
tales que {y1,. .., Yn, } forman una base de soluciones de (3.53) (note yni1, ..., Yn,
no pueden ser soluciones de (3.50)).

Como y(t) = yn(t) + y,(t), la solucién general de (3.43) satisface la ecuacién
homogenea (3.53), se puede escribir como

ni

y(t) = eilt) = E:Q% -+§:qm

=1 =1

donde ¢4, ..., ¢,, son constantes. Ya que Y . ¢;y;(t) forma parte de la solucién
general de (3.50), que llamamos antes yy, se tiene entonces que y,(t) = y(t) —yx(t)
debe tener la forma

yp(t) = Z ciyi(t).
=n
Esta expresion contiene ny —n constantes indeterminadas las cuales se determinan
reemplazando esta expresién en (3.43). De aqui el nombre del método de los
coeficientes indeterminados.

3.6. Ejercicios Resueltos.

Ejercicio 3.1. Considere la EDO de sequndo orden lineal homogenea:
y" +p)y +q(t)y =0.

(a) Demuestre que el Wronskiano W (t) = W (y1,y)(t) de dos soluciones y(t), y1(t)
de la EDO satisface:

W(t) = Ce /)t

d t
(b) Encuentre a continuacion una expresion para — ( y((t))) en términos de W (t)

e y1(t). A partir de aqui y de (a) encuentre ﬁnalmente y(t) en términos de y,(t).

(c) Ocupando la parte anterior, resuelva la siguiente EDO:
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(1 —2%)y" + 2z — 2y =0,
Indicacion: y(x) = —x es solucion de la EDO.
Solucion:

(a) Se sabe que y(t),y:1(t) son soluciones de la EDO de segundo orden. Entonces
se deben cumplir las siguientes ecuaciones:

'+ 1)y +a(t)y =0
yi + p(t)yh + q(t)y = 0
Al multiplicar la primera ecuacién por y;, la segunda por y(t) y restarlas queda:
y'y1 — 1y +pt) W'y —yry) =0

Por otro lado el Wronskiano es igual a:

W(t) =Wy, y)(t) = ‘ ‘zi Yol =y —dy =Wty =y'n —yly.

Y

Al reemplazar entonces W (t) y W'(t) resulta:
W(t) +pt)W(t)=0

La cual es una EDO del tipo lineal homogenea de primer orden. La solucién de
esta EDO (variables separables):

W(t) = Ce /P,

(b) Directo de la parte anterior,

d (y(t) ) _ Y —ym

a W(yb y) _ Ce_fp(t)dt
dt \y1(t)

y3 Y2 y?

Integrando:

y(t) B /e—fp(t)dt
=C —yl OE + Oy

Finalmente se obtiene:
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ya2(t)

o= J p(t)dt

y@w=0mu)/—aﬁp—+cwmw

7

(¢) Lo primero es normalizar la EDO:

2z 2
/" /
_ —0
T N o
2 2
Tomando y,(z) = —z, p(z) = ﬁ = /(1——xx2)dx = —In(1 — 2?)

Reemplazando en el resultado de la parte (b):

In(1—=2) 1
y(x) = Cx/ e(_—x)2dx+02x = Cx/ (; - 1) dr+Cyx = Co(—z~ ' —2)+Cox

Finalmente:
y(x) = C(—1 — 2?) + Cya.

Ejercicio 3.2. Sea V una funcion definida en R con V' continua en R. Si V(0) =
1 y ¥'(0) = 0, se pide encontrar ¥ que satisface las siguientes ecuaciones difer-
enciales:

UV'+M(1-RWY=0 parazx<0

U"”"— MRV =0 para 0 < x <1
V'+M(1-R¥=0 paal<z

Donde 0 < R <1y M > 0 son constantes.

Solucién:

Cuando x € (—00,0], ¥i(x) = cicos(/ M (1 — R)x) + casin(y/ M (1 — R)x).
Cuando z € (0,1], Uy(x) = czeVMBr 4 ) VMEE,

Cuando x € (1,00), U3(x) = czcos(/ M (1 — R)x) + cgsin(+/M(1 — R)x).

Las derivadas de estas funciones son:
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Uy (z) = /M1 — R)(—cysin(n/M(1 — R)x) + cacos(v/ M (1 — R)z))
Wy(z) = VM R(cseY M — cyeVMAT)

U3(z) =/ M(1— R)(—cssin(/M(1 — R)x) + cgcos(r/ M (1 — R)z))

Se aplica ahora las condiciones iniciales:
U,0)=1=¢=1
Vi(0)=0=c=0

= Uy (x) = cos(v/M(1 — R)x)

Ahora se aplican condiciones de continuidad y diferenciabilidad:
\Ifl(()) = \112(0) =l=c3+cy=1
\I//1<O> = \II,2<O) =0=c3—c4=0

1, 7mr®
Z(eVMEBr 4 o~VMEY — cosh(v/M Rx)

= Uy(z) = 5

Us(1) = Wy(1) = cscos(y/ M (1 — R)) + cgsin(/M(1 — R)) = cosh(VMR)
Ui(1) = Wh(l) = VM(1 — R)(—cssin(y/M(1 — R)) + cgcos(y/M(1 — R))) =
vV M Rsenh(v/ M R)

De donde se obtiene:

Us(x) = cscos(v/ M (1 — R)x) + cgsin(+/ M(1 — R)z)

con:

VMR

msenh(v MR)sen(2y/M(1 — R))

cs = cosh(VMR)cos*(\/M(1 — R))—

VMR

msenh(\/MR)cos( M(1-R))

cg = cosh(VMR)sen(y/M(1 — R)) +

Ejercicio 3.3. Encuentre la solucion de la ecuacion:

7, Vit 6, vi 4. v 3..m

a'y " +ay +ay +ay +a’y +a2y’+ay'+y:O
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que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y(0) = V2 y la condicion de

T 2a
estabilidad: limy;_ y(t) =0, a < 0.

Solucion:
Sea y(t) = €™ | entonces:

a'm” + a®m® + Pm’ + a*mt + BmP + dPmP 4+ am+1=0
Aplicando la sumatoria geométrica:

n+1

con p=am,n =71, se tiene:

1—(am) [(am) — 1]

S (am) = 1—(am)® _ [(am)” +1][(am)” + 1][(am) + 1][(am) — 1]

Se analiza cada factor para encontrar las raices de la ecuacion.
(am)*+1=0 <« mt = -2 = Lem

= Calculando las raices cuartas de la ecuacién se tienen las cuatro soluciones
complejas:

— 1.7 — 1 (v2 v2;
mp = et & ml—a<2+27,>

m; 1 (V32 p)
my = Heﬁ = mg——;<7—|—72>
_ 1 -7 1 2 _ V2

m3 = gre s m3—a<2 2@)
N — _1(v2 _ V2
My = —pre " S omy = a<2 22)

Del factor (am) 4+ 1 = 0 se obtiene:
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my = ——

a
Entonces la solucién de la EDO es:

N V2t (V2 e V2t (V2
y(t) =e2 |crcos | — | +casin | —— | |+€ 2 |czcos [ — | + cusin | —
2a 2a 2a 2a
1 1
+c5c0s (—t) + cgsin <—t) + cw‘it.
a a

Ahora se aplican las condiciones del problema:

Finalmente la solucion del problema es:

/3 V2
t) =ex’ —t|.
y(t) =e2 COS(Z@)

Ejercicio 3.4. Sea A > 0 en el problema:

y™ = Ay =0,

Estudie si existen valores de A para los cuales el problema tiene solucion no trivial.
Solucion:

El polinomio caracteristico p(m) = m* — X se puede factorizar de la forma:

2

p(m) = (m” —

VA (2 + V) = (m = VX (m + VA (m? + V) =0
Entonces la solucién de la EDO es:

y(t)

crem VM 4 gpe VA cos(VA) + ¢4 sin(V/AE).
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Las derivadas de y(t) son:
y'(t) = VA(—cre” VA 4 e VA oy sin(V/AL) + ¢4 cos(V/At))
y'(t) = VA(cre™ VA4 eV cos(VAt) — cqsin(VAt))

Ahora se imponen las condiciones iniciales y condicién terminal:
y(0)=0=c1+ca+c3=0
y(0)=0=—c1+ca+cs=0
y'(0)=0=c+c—c3=0
y(1)=0= cre” VAt eV e cos(VA) + ¢xsin(VA) = 0
De la primera y tercera ecuacion c3 = 0. Luego ¢; = —c¢s, ¢4 = —2c¢o. Al reemplazar

en la cuarta ecuacion:
co(senh(VA) — sen(V/A)) = 0.

Como ¢y debe ser distinto de cero para no tener la solucion trivial, se debe cumplir
que:

senh(VA) = sen(V/A)

lo cual solo se cumple solamente para A = 0.

Ejercicio 3.5. Usando el método de variacion de parametros resuelva la siguiente
ecuacion diferencial:

ny// —l—l’y/ _4y — 43:2

Solucion:

En primer lugar se resuelve ecuacion homogenea:

22y +ay — 4y =0

1 1" a—2

Se tantea soluciones del tipo: y = %, ¢y = az® ', ¢y’ = a(a — 1)z
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Reemplazando en la EDO se obtiene:
(ala—=1)+a—4)x* =0
lo cual se cumple para los valores a; = 2 y a3 = —2, con lo que se llega a dos

soluciones de la homogenea:

yi(z) =a%, yalr) =a27"

A partir de estas dos soluciones se obtiene la solucion homogenea que esta dada
por:

yn(x) = c12® + cor 2

Aplicando el método de variacion de parametros la solucién particular esta dada
por:

4 —2
uy(z) = / 4i71dx = /:E_ldx =In (2)

4 2 2
)= | “gempte == fatr =5

luego la solucion de la particular es:

2
— 1
yp(r) = 2*In (z) — Tgcx_Q = 2%In (z) + 5

Se obtiene la solucién general dada por y, = yn + yp
2 —2 2 1
y(z) =z +cr "+ 1nx+§.

Ejercicio 3.6. Usando el método de variacion de parametros resuelva la siguiente
ecuacion diferencial:

y/// + y/ — tal’l (t)
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Solucion:
En primer lugar se resuelve ecuacion homogenea:

y//l+y/ — 0

Disminuyendo el orden de la ecuacion diferencial realizando el cambio de variable

y =T — y” =7"la EDO se puede expresar de la siguiente forma:

T" + T = tan (¢).
Ahora resolvemos la homogenea:
T+ =0

mt

Se prueban soluciones del tipo: Y(z) = €™, — T/ = me™, T” = m?e™. Reem-

plazando en la EDO se obtiene:
(m*+1)T =0

Del polinomio caracteristico p(m) = (m* + 1) = 0, se obtienen las soluciones
complejas my =iy my = —i. Luego la solucién de la ecuacién homogenea es:

Th(t) = c1cos (t) + cosin (2).
Ahora se usa el método de variaciéon de parametros para obtener la solucién par-
ticular:

Tp(t) = ur ()1 (t) + ua(t) To(t)

cos(t)  sin(t)

W(Ty,To) = | — (t) cos(t)

= cos (t)* +sin (1)* = 1

ui(t) = — [ tan (¢)sin (¢)dt = sin () — In (sec (t) + tan (t))
us(t) = [ cos (t) tan (t)dt = — cos (¢)
Entonces la solucion particular es:
T, (t) = uy cos (t) + ugsin (t) = — cos (¢) In (sec (t) + tan (t)),
y la solucion general:

Y(t) = ¢y cos(t) + casin () — cos (t) In (sec (t) + tan (t)).
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Se regresa a la variable inicial, integrando Y (¢):
y(t) = /cos (t)dt + cg/sin (t)dt + /Tp(t)dt +c3
de donde se obtiene:

y(t) = ¢y sin (t) 4+ o cos (t) + 3 + /cos (t) In (sec (t) + tan (t))dt

Ejercicio 3.7. Encuentre la homogenea y plantee la forma de la solucion partic-
ular.

Yy 4+ 4y" + 16y = €' - cos V3t

Solucioén:
El polinomio caracteristico es:
p(m) =m* +4m*> +16 =0

p_ —4EVI6-4-16 _ —4+4V3-i

m =—-24+2V3-1
2 2 V3
m? = AL 4.3 etrareta(G) _ g oxi120°
Entonces las soluciones complejas son m = ++v/4 - et — 49 ¢+60° Ahora
los complejos se deben escribir en la forma a + ib para obtener su parte real e

imaginaria:
3
m = £2(cos60° £ i - sen60°) = £2 <0,5 +- %)

miyo = 1:|:Z\/§ ms3q4 = -1 :i:Z\/g

Entonces la solucién homogenea es:
yn(t) = €' (Cy - cosV/3 -t + Cy - senV/3 - t) + e H(Cy - cosV/3 -t + Cy - senv/3 - t)

y la forma de la solucién particular es:

yp(t) = dielcosV/3 -t + dye'senV/3 - t
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Ejercicio 3.8. Encuentre la homogenea y plantee la forma de la solucion partic-
ular de la siguiente EDO:

' + ky = VIR

Solucion:
El polinomio caracteristico es

p(m) =m?>+k =0.
Luego se tienen los siguientes casos:

Caso 1:
k>0:>m:ii‘\/E:>y(t):C1'COS\/E't—l-C'Q'sen\/E-t—i—d-e‘/E't
Caso 2:
k:O:>m:O:>y(t):Cl+(j’2.t+d.e\/ﬁ-t
Caso 3:

k<O0=>m=+vV—k=ylt)=Cy-eV " +Cy- eV  4d. -t eV

Ejercicio 3.9. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

Yy +8a3y" = a + e cos (at)

Solucidn:

En primer lugar se resuelve ecuacion homogenea:

y(v) + 8CL3y” -0

2

El polinomio caracteristico asociado resulta ser p(m) = m® + 8a*m?, cuyas raices

son:
my =mo =0, mgz= —2a, m4:a+a\/§z’, ms —a—aV3i
Entonces la base de la soluciéon homogenea esta dada por:

{1,t,e72 e cos (aV/3t), e sin (aV/3t)}
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Luego la soluciéon homogenea de la ecuacién es la combinacion lineal de la base:
Yn(t) = c1 + cot + cse 2 + c4e cos (aV/3t) + c5e sin (av/3t).

Lo siguiente es encontrar la forma de la soluciéon particular. El polinomio anulador
de la funcién f(t) = a + e™ cos (at), es:

D(D?* —2aD + 2a°I).
Aplicandolo a la EDO, resulta la nueva homogenea:
D*(D + 2al)(D? — 2aD + 4a°I)D(D* — 2aD + 2a*I)y(t) = 0,
cuya solucién es:

Y(t) = ¢ + ot + cze72 + cqe® cos (aV/3t)
+ese sin (av/3t) 4 cge cos (at) + cre® sin (at) + cst?

Al sacar de esta solucion las pertenecientes a la homogenea, la forma de la solucién
particular es:

Yy, (t) = cee™ cos (at) + cre™ sin (at) + cgt?

donde cg, ¢7, cg son los coeficientes indeterminados. Se evalia la solucién particular

en la EDO:
" 2 at 2 at
Yy, (t) = —2cga”e” sin (at) + 2a”cze™ cos (at) + 2cs
P (t) = —4(cg + c7)a’e® cos (at) + 4(cg — c7)a’e™ sin (at).

Al remplazar en la EDO, se obtienen los valores de las constantes cg, ¢7 v cs:

1 3 1
——C: C:
4005’7 4045 % 1642

Ce —

Finalmente la solucion general de la EDO es:
y(t) = c1 + cat + cse > + c4e™ cos (aV/3t) + cse sin (aV/3t).

e cos (at) N 3e sin (at) N 1
40a 40a® 16a?

2.
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Ejercicio 3.10. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

Y —y = exp (t) + cos (t).

Solucidn:

En primer lugar se resuelve la ecuacién homogenea:
y™ —y=0

El polinomio caracteristico asociado resulta ser: p(m) = m* — 1,
cuyas raices son:

my=1,mo=—-1,m3=1my = —1.
Entonces la base de la soluciéon homogenea esta dada por:
{e!, e, cos(t),sin(t)}.
Luego la soluciéon homogenea de la ecuacién es:
yn(t) = cre’ + coe™" + ez cos(t) + cysin(t).

Lo siguiente es encontrar la forma de la solucién particular. Para esto se debe
encontrar el polinomio anulador de la funcién f(t) = exp (t) + cos (), el cual es:
(D — I)(D*+1I). Al aplicar el anulador a la ecuacién se obtiene:

(D —I)(D*+ I)(D* - Iy(t) = 0.
luego se resuelve
p(D) = (D — I)(D* + I)(D* = T)y(t) = 0
con lo que se obtiene:
Y,(t) = cre’ + cae™" + c3cos (t) + cqsin (t) + cste’ + cgt cos (t) + ert sin (t)

Quitando las soluciones de la homogenea, la forma de la solucién particular es:

yp(t) = cste' + cgt cos (1) + cqt sin (t).



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

92

Para determinar los coeficientes indeterminados se evalia en la EDO la solucion
particular. Se necesita la cuarta derivada de y, que es:

ygl) = 4cse’ + cste! + degsin (t) — cgt cos (t) + crt sin (¢).

Reemplazando en la EDO se obtienen los valores de las coeficientes indetermina-
dos.

1
Cg — O, Cr = ——.

Cy; — 1

1
4 )
Luego, la solucion particular de la EDO es:

1 1
Yp(t) = Ztet — Ztsin (1),

y finalmente la solucién general del problema es:

1 1
y(t) = cre’ + exe™ + ey cos (1) + casin (t) + e — JEsin (2).

Ejercicio 3.11. Usando el método de coeficientes inderminados resuelva la sigu-
tente ecuacion diferencial, analizando los posibles valores que puede tomar la con-
stante w.

2" +wz = tcos (Vwt).

Solucion:

Existen tres posibles casos a estudiar

Caso 1. Si w > 0 entonces zj,(t) = ¢; cos (ywt) + ¢ sin (ywt).
Caso 2. Si w = 0 entonces zp(t) = ¢1 + cot.

Caso 3. Si w < 0 entonces zj,(t) = crev®t 4 cge_ﬁt, pero este caso es infactible
puesto que ¢ cos (y/wt) serfa complejo.

Solucion Caso 1:
(D* 4+ w)z = t cos (vwt)
el anulador de la funcién g(t) = t cos (y/wt) es (D? + w)?. Entonces:

(D? +w)*z = 0.
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Las raices del polinomio caracteristico p(m) = (m? +w)? son m; = iy/w con mul-
tiplicidad tres y my = —i4/w con multiplicidad tres. Luego la soluciéon particular
esta dada por:

2, (t) = cos(v/wt)(er + cot + e3t?) + sin(y/wt) (g + cst + ct?).

Sacando las soluciones que ya estan en la solucién homogenea, la soluciéon partic-
ular se reduce a:

2,(t) = cos(vwt)(cat + c3t?) + sin(vawt)(cst + ct?).

Ahora se obtiene 2 (t) para luego reemplazar en la EDO y asi calcular los coefi-
cientes indeterminados:

2,(t)" = (2c9 + 2e5v/w + degy/wt — cowt — czwt?®) cos(y/wt)
+(—2e2v/w + 2¢6 — desy/wt + cswt — cwt?) sin(y/wt)

Entonces al reemplazar z,(t)" y z,(t) en la EDO:
2p(1)"+wz,(t) = (2c2+2c5v/w+4cgy/wt) cos(v/wt)+(—2ca/w+2c6—4ez/wt) sin(y/wt)

2p(t)" 4+ wz,(t) = t cos (vwt)
igualando los coeficientes respectivos se llega al sistema:

203 4 2¢5/w = 0, —2co/w + 2¢6 = 0, 4dcg/w = 1, —4dez/w = 0,

_ 1 1
cuya solucién es co = —, ¢3=0, ¢53=0, ¢g=—=.

4w 4v/w

Entonces la solucién general del caso w > 0 es :

2(t) = ¢ cos(vwt) + ey sin(v/wt) + ﬁt cos(vwt) + ﬁﬁ sin(y/wt).

Solucién caso 2:

La ecuacién con w = 0 es:
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Integrando dos veces z(t)” se obtiene la solucién general

t2

2(t) = 3 +c

3

t
Z(t) = g -+ Clt + Cs.

Ejercicio 3.12. Encuentre la solucion de la ecuacion
sin(z)%y” — 3sin(x) cos(z)y’ + (1 + 2 cos(x)?)y = 3 cos(x).
Solucién:
En primer lugar resolvemos la ecuacién homogenea:
sin(z)?y” — 3sin(x) cos(z)y’ + (1 4+ 2cos(x)?)y =0
Se prueba con una funcién trigonométrica,
yn(z) = cos(x) = yp(x) = —sin(x), yp(z)” = — cos(x)

Se reemplaza en la ecuacion:

2 2

—sin(x)? cos(z) + 3sin(z)? cos(z) + cos(x) + 2 cos(x)® = 0,

2 cos(z)(sin(z)? + cos(x)?) + cos(x) =0 = 3cos(z) =0,

luego y(t) = cos(x) no es base de la solucién homogenea, pero es solucién de la
particular. Entonces y,(z) = cos(z).

Se intenta ahora con y,(z) = sin(x), yu(x) = cos(z), yp(z)” = —sin(x). Se
reemplaza en la EDO:

—sin(x)® — 3sin(z) cos(x)? + sin(z) + 2 cos(x)?sinx = 0

3

—sin(z)® —sin(x) cos® +sin(z) =0 = —sin(z)[sin(x)? 4 cos(z)?] +sin(z) = 0

y entonces y;(z) = sin(x) es solucién de la homogenea. Para obtener ys(z) se
aplica la férmula de Abel:

y(z)" — BCOS(I)y(a;)’ N { 1 N 2cos(x)2 } y(z) = 0

sin(x) sin(x)? sin(x)?
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= yo(x) = sin(x) f Sin(lm)2 3 [ cot(z)dz g,

/ COS(x)dx _ / %du = In(u) = In[sin(z)]

sin(x)

u=sin(z) = du=cos(x)dx

3

1 ) .
yQ(;{,’) = Sll’l(l’)/ . e31n[sm(x)]dx _ Sin(m) / Sln(a?)

sin(x)?

dr = sin/sin(x)dx
y2(x) = —sin(x) cos(x).

La solucion general de la EDO es:

y(x) = ¢y sin(z) + cosin(z) cos(z) + cos(z).
Ejercicio 3.13. Resuelva la siguiente EFDO:

a(t)y” +b(t)y +y = c(t)® + 30 + cos(c(t))
donde las funciones a(t), b(t) y c(t) son:

a(t) = (1 +1%)?  b(t) =2t(1 + %), c(t) = arctg(t).

Solucion:

Se realiza el cambio de variable u = arctg(t) = du = 1+%alt. Las derivadas
quedan:

dy _dydu_dy 1 1

it dudt dul+ez J1ye
Py AP 1 (de 2@) 1

du? du

— - - —I! _ 2 —
ar? dt (1+22)? (v" = 2t9)

(1+1¢2)2

Al reemplazar en la EDO este cambio de variable, resulta:
7+ 7 =u+ e + cos(u).

La soluciéon homogenea de la EDO es:

Un(u) = ¢y cos(u) + cosen(u).
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Aplicando el método de coeficientes indeterminados, la forma que tiene la solucién
particular es:

Up(u) = A+ Bu+ Cu® + Du® + Ee* + Fucos(u) + Gusen(u)

Derivando:

Jp(u) = B4+2Cu+3Du*+3Ee* + F cos(u) + G sen(u) +u(—F sen(u) + G cos(u))

Jp(u)” =20 + 6Du + 9E* — 2F sen(u) + 2G cos(u) + u(—F sen(u) — G cos(u))
Al reemplazar la solucién particular en la EDO resulta:
U+ Jp = A+2C + (B+6D)u+ Cu® + Du’ + 10Ee* — 2F sen(u) + 2G cos(u)

= u® 4 ¥ + cos(u).

Para que ambas funciones sean iguales, debe cumplirse que los coeficientes sean
iguales:

C=0,D=1,A4+2C0=0=A=0,B+6D=0=B=—-6,10F=1=F =

5 2G=1=G=3y 2F=0=F =0,

Entonces la solucién particular es:

1 1
yp(u) = —6u + u® + Ee?’“ +gu sen(u).

Por lo tanto la solucién general es:

1 1
y(u) = gn(uw) + Jp(u) = c1 cos(u) + cysen(u) — 6u + u® + Ee3“ +gu sen(u).

Regresando a la variable inicial ¢,

1
y(t) = c; cos(arctg(t)) + cosen(arc tg(t)) — 6arctg(t) + arc tg(t)® + 1—Oe3amg(t)

1
—|—§ arc tg(t) sen(arc tg(t)).
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Ejercicio 3.14. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) y" —y" + 25y — 25y = e’ + sen(5t).

(b)) 2"+ (2a + 1)ty + a*y = In(¢)t7*, t > 0, y donde a > 0 es una constante
dada.

Solucidn:

(a) Se resuelve la homogenea, encontrando las raices del polinomio caracteristico:
p(m) =m?* —m? +25m — 25 =m?*(m — 1) +25(m — 1) = (m* +25)(m — 1) =0
Entonces la solucién homogenea es:

yn(t) = cre’ + ¢y cos(5t) + czsen(5t).

Aplicando el método de coeficientes indeterminados, la forma de la solucién par-
ticular es:

yp(t) = dyte' + dot cos(5t) + dst sen(5t).

Reemplazado la particular en la EDO resulta:
Yy — yy + 25y, — 25y, = 26d,€’ + (—50dy — 10ds) cos(5t) + (—50ds + 10d;) sen(5t)

= e’ + sen(5t).
Igualando los coeficientes de las funciones (para mantener la igualdad), se obtiene

la solucion particular:

1 1 1
yp(t) = %tet + %t cos(5t) — 5—2t sen(5t).

Finalmente la solucion general es la suma de la homogenea mas particular:

1 1 1
y(t) = cre’ + ¢y cos(5t) + czsen(5t) + %tet + %t cos(bt) — 5—2t sen(5t).

(b) Se realiza el cambio de variable u = In(¢), du = }dt. Las derivadas quedan:
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Al aplicar el cambio de variable:
¥+ 2ay + a*y = ue” ™.
Se resuelve la homogenea, calculando las raices del polinomio caracteristico:
p(m) = m* + 2am + a®> = (m + a)?
Por lo tanto la solucién homogenea es:
_ - au

Un(u) = cre™™ 4 coue™

Aplicando el método de coeficientes indeterminados, la forma de la solucién par-
ticular es:

Up(u) = e (dyu® + dou®)
Al reemplazar la particular en la EDO, queda:
—11 — 2 — —au —au
Yp + 2ayp +ay,=e€ <2d1 + 6d2u) = ue

y por lo tanto la solucion particular es:

1

- 3 _—au
yp—éue

Finalmente la solucion general es la suma de la homogenea y particular:
= —au —au 1 3 _—au
g(u) = cre” ™ + coue™ ™ + gue

Regresando a la variable inicial ¢, la solucién de la EDO es:

y(t) = c1t™ + coIn(t)t™* + é(ln(t))f”t—“
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Ejercicio 3.15. Considere la ecuacion diferencial:
y" + b(t)y = sen(t),

con las condictones iniciales
y(to) = c1, y'(to) =2, y'(to) = cs.

La funcion b: I — R es definida y continua en un intervalo I. Demuestre que el
problema con condiciones iniciales tiene una unica solucion.

Solucién:
Por contradiccion. Supongo que existen dos soluciones al problema con condiciones
iniciales y; e y,. Ambas soluciones deben satisfacer la EDO y las condiciones
iniciales.
Sea la variable z = y; — y». Esta variable cumple con la EDO:

2"+ b(t)z =0
y las condiciones iniciales:

2(to) =0, 2'(tg) =0, 2"(ty) =0.

Escribiendo la EDO en la forma de un sistema de EDOS de primer orden:

Acotando:
2(t)] < / ju(s)[ds, |u(t)] < / o(s)lds,  [u(t)] < / |—b(s)z(s)|ds < C / 12(s)ds

C' es el maximo de la funcién b(t).

Sea r(t) = |z(t)] + |v(t)] + |u(t)|. Se cumple que:
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¢ t ¢
0 <r(t) §/ |z(s)|ds+/ |v(s)|d3—|—/ lu(s)|ds
to to to
Entonces:

rt) <C (/t(\U(SH +2(s)| + \U(S)I)d8> < C/tr(é‘)ds

to to

Sea y(t) := ftz r(s)ds. Entonces:

r(t) =~(t) < Cy().
Multiplicando por e=“* (factor integrante), se puede escribir:

(v()e™) < 0.

Integrando entre tg y t:

y()e™ ™ < Ato)e™,
pero ¥(tg) = 0, entonces

Yt)=0=7r(t)=0=2(t) =y1 —y2 =0 = y1 = yo

Lo cual es una contradiccidn.
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3.7. Ejercicios Propuestos.
Propuesto 3.1. Sea la ecuacion diferencial homogénea:
y" + P(x)y" + Qz)y' + R(z)y =0

donde suponemos que P,Q, R : I — R son tres funciones continuas definidas en
un intervalo real I:

(a) Suponiendo que y1(t),y2(t), ys(t) forman una base de soluciones determine las
funciones coeficientes P, Q, R en término de y1, s, y3.

(b) De los resultados de (a) determine la ecuacion diferencial que tiene como base
de soluciones a y; = sin(t), yo = cos(t),y3 = €.

Soluciones:
v | P u'
(a)  Se debe resolver: |y5' v v Q| = v
vs s ys] LI vs

Propuesto 3.2. Considere la ecuacion en m(x):

m?* 4+ me™ + e —1 =0, (x)

donde o y t son niumeros reales.

(a) Demuestre que para o # 2 no existe m real que satisface (%) para todo t,
pero que un tal m si existe a = 2.

(b) Usando (a) encuentre v tal que la ecuacion diferencial:

y/// + eoatyl + (62t _ 1>y =0
tenga una solucion explicita.

(c) Complete entonces la base de soluciones y encuentre la solucion general de
la ecuacion .

Soluciones:
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Propuesto 3.3. (a) Sea y : R — R una solucion no trivial de la EDO:

y" —2by' +cy =0,

donde b y ¢ son constantes. Si la solucion es tal que y(0) = y(1) = 0, demuestre
que:

VneN, y(n)=0.

(b) Sea k € N, encontrar los valores de ¢ tal que la ecuacion diferencial:

y' —2c) +y =0,
tiene una solucion no trivial que satisface y(0) = y(2rk) = 0.

Soluciones:

(a) Se prueba que la solucién tiene la forma y(t) = ¢y - €% - sin (K - 7w - t) con ¢y
distinto de cero pues y(t) es no trivial y luego se concluye lo pedido.
2
b) Se 1l = /1 - —=
(b) Se llega a que ¢ el

entonces ¢ = 0.

n € Z. Por ejemplo sin = 2, K =1

Propuesto 3.4. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) 22"+t +x=t.

(N

e

Ay —y=—
Y-y = —

(¢) y'+y=4cosz—sinz.

(b) 4y — z e (—1,1).

(d) "+ w?y = cos(pt) +sen(pt), w#0, »#0.
(e) x*y"+ 223y +y = tan %

Sugerencia: Haga uw = x™ con m adecuado.

(9) zy’ —2(1 + 623y + 3625y = 9a8e”,
Sugerencia: Haga uw = x™ con m adecuado.

Soluciones:

(a) x(t) = cycos(In(t)) + cosin(In(t)) + %
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« P = x arcsin x
= c1e2 + cpwez +e2 | 1V/1 —w2+T

= ¢ cos(z) + cpsin(z) + Jz(sin(z) + cos(z)).

) cos(pt) — sin(pt)
p(p? —w?)

(w=¢) y(t) = cicos(wt) + cysin(wt) + 3+ 5 (Sin(w.t) —_%1 cos(wt)) .

() y(x)=cicos(x™t) + cysin(z™!) — cos(z™1) In (H—SI—H@U)) .

cos(z~1)
(f) ylz)

Propuesto 3.5. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogeneas:

)
)
(w#¢) y(t) =cycos(wt) + cosin(wt) + c3 +

N

3 3 3
Cl€2z —|—CQ£C3€2$ + éx962m )

(a) " — Tty + 16y = 0,
(b) 2" —ty + 2y =0.
Soluciones:

(a) y(t) = ct* + cot* In(2),
(b)  y(t) = it cos(In(t)) + cot sin(In(t)).

Propuesto 3.6. Considere la ecuacion diferencial:

39" + 3(a + 1)t*y" + (3a(a + 1) — 3be + 1)ty + (a* + b + ¢* — 3abec)y = 0,

donde a, b, c son pardmetros constantes distintos y la variable t se interpreta como
el tiempo.

(a)  Resuelva la ecuacion en funcion de t,a,b y ¢ tomando en cuenta que:
(1) m=—(a+b+c) es solucion de la ecuacion cibica:

m3+3am2+3(a2—bc)m+a3+b3+03—3abc:O,
(2) @+ +c—3abc=(a+b+c)(a*>+b*+c*—ab—ac—bc).
(b) Sib=c=—pu<0, determine la solucion en términos de t,a y .

(¢) Si2up—a>0,a>0yb=c=—u<0. Determine la solucion y(t) que
satisface y(1) = ——, ¢/'(1) = 0 y tal que y(t) tiende a cero cuando t tiende a

a—+ pw
infinito.

Soluciones:
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(@) y(t) = Cyt=latbro) pp=2egi=e <02 cos (@ -In \t!) + Cysin (% -In \t])) :

(b) y(t) =Cy-t79+2) 4791 [Cy + C3n(t))] .

() y(t) = t-(a+m. { 4 1n<zs)] .

a—+ [
Propuesto 3.7. Resuelva las ecuaciones:
(a) '+ wy=sinyt, w#vy#0.

(b) 24" —3y" =3y +2y = (¢* +e 7).
Soluciones:

sin vt
(W=-Mw+7)

(a) y(t) = Cycos(wt) + Cysin(wt) +

(b) y(z) = Cre™ + Cre? + Cyes™ + e — ge 7 + 1.

Propuesto 3.8. Determine la forma de una solucion particular (en funcion de
coeficientes indeterminados) para la ecuacion:

any™ + . 4 ary + agy = g(t),

donde a, # 0,...,aq son constantes, para los siguientes casos:

(a) g(t) =¢€', 1y se sabe que m = 1 es una raiz de multiplicidad, exactamente
tgual a 5, del polinomio caracteristico de la ecuacion homogénea asociada.

(b) g(t) = cost, y se sabe que una raiz del polinomio caracteristico de la

ecuacion homogénea asociada es m = i con multiplicidad exactamente igual a
3.

Soluciones:

(a) yp(t) = dut’e’,
(b)  y,(t) = dit® cost + dat®sint.

Propuesto 3.9. Resuelva las ecuaciones:
(a) y'—2y+y=¢e,
(b) y/// _ k‘y” — ekt'
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(c) y" —ky'=e* dondek es un nimero positivo.

Soluciones:

1
(a) y(t) = Cret + Cote' + étzet,

kt
(b) y(t) = Cy + Cot + Caekt + t,i—z

—kt

(€) y{t) = Ca+ ot + Caekt

Propuesto 3.10. Considere la ecuacion diferencial de orden n:

P(D)y =a,y" + ...+ a1/ + aoy = g(t)
donde g(t) = a-cos(f-t) +b-sin(B-t), 5 # 0. Encuentre la forma de la solucion
particular de la ecuacion diferencial.
Sugerencia: considere primero el caso en que el anulador de g no es factor de

P(D).
Soluciones:

Caso 1 no es factor:  y,(t) = dy cos(ft) + dq sin(5t),

Caso 2 es factor:  y,(t) = dit' cos(Bt) + dyt' sin((t), donde [ es la multiplicidad
de la raiz compleja 3.

Propuesto 3.11. Encuentre la solucion general de:
(a) o' — 3y + 4y = te* —sin(t),
(b) y® + 8y’ + 16y = cos*t.

Soluciones:

(a) y(t) = Cre™ + Cye® + Cyte®t — i7526% + itse% _ L cost — T sint
! ? ’ 42 200 50 50

(b) y(t) = (Cy + Cst)sin 2t + (C5 + Cyt) cos 2t — 6—4152 cos 2t + 3

Propuesto 3.12. Considere la ecuacion diferencial de orden n:

PD)y =ay" + ...+ a1/ + aoy = g(t)

donde a;,i = 0,...,n son constantes con a, # 0. Suponga que

g(t) = t2**71e (g cos bt + bsin at)

con a y b enteros positivos.
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Encuentre la forma de la solucion particular considerando separadamente el caso
en que el anulador de g(t) no es un factor de P(D) y el caso en que si lo es y con
multiplicidades.

Soluciones:

Caso 1: Anulador no es factor de P(D):

y,(t) = e - 129271 [cos(bt)p () + sin(bt)py(t) + cos(at)ps(t) + sin(at)py(t)]
Caso 2: Anulador es factor de P(D):

yp(t) = ™21 (cos(bt)pi () + sin(bt)pa(t)) t' + (cos(at)ps(t) + sin(at)pa(t)) t™]

[ y m segin multiplicidad. En ambos casos p;(t), p2(t), ps(t), p4(t) son polinomios
de grado 2ab — 1 (con coeficientes indeterminados).

Propuesto 3.13. Use el método de los coeficientes indeterminados para resolver
las siguientes ecuaciones diferenciales

(a) y" —y" =+, cony(0) =y (0) =y"(0) =y"(0) =0
(b) 3" +3t%" + (1 —3aB) ty' + (a® + %)y =t~ @+ p Ingoth
sabiendo que a® + b* + ¢* — 3abc = (a + b+ ¢) (a® + b* + 2 — bc — ac — ab) .

Soluciones:

1 1
=9 —9eT _ 3~ .4 x
(a) y(x) +x—2e 6%~ 5% + ze”,
(b) y(t) = Cit~e+h tats (Cg Ccos (Mln(t)) + C3s8in <%§ ln(t)>> +
3af(a+ ) In(t) t=(@+8) In(t)
(a®+ %) o?—af+ B 3(a®+af+ )

Propuesto 3.14. Resuelva
(a) y" + 4y = sin®*z

(b)Encuentre la forma de la solucion particular para la ecuacion:

(D—1) (D* —4l)y = ze" + ™ + e .

Soluciones:
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(a) y(z)= Cycos(2zx) + Cysin(2x) + é (1 — xsin2z),

() yy(z) = diz®e® + dax'e™ + dzze® + dywe™>.
Propuesto 3.15. Resuelva la ecuacion diferencial:
(1+)y" + 4ty + 2+ w(l +t?))y = tcos(vw - t)
Indicacion: Aplique el cambio de variable z(t) = (1 + h(t))y(t) para algin h(t).
Solucién:

1

h(t) =12, y(t) = s (C1 cos(vwt) + Cysin(vwt)) + yp(t).

Propuesto 3.16. Resuelva la ecuacion diferencial:

1+1In(t) + 2(ln(t))3) 2
1+ 2(In(t))?

t2y" — 3ty + 4y = (
Solucion:

Con el cambio de variable u = In(t) se llegard a la EDO

62u

1+ 2u?’
que se resuelve con variacién de parametros y el resultado final es:

y//_4y/+4y:ue2u+

y(t) =t (01 + o In(t) — i(2ln(t)2 +1In(1 + 2In(t)%)) + %ln(t)(ln(t)2 + ﬂarctan(ﬁln(t)))))

Propuesto 3.17. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

! 2 / 1
v+ -y ty=-—.
x x
Sugerencia: Haga el cambio de variable z = xy.

Solucion:
1 :

y(t) = —[Cycosz + Cysinx + 1].
x

Propuesto 3.18. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

y' — 4y + 4y = (¢” +1) (cos(t) + 1)
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Solucién:

1 3 4 1
y(t) = Cre2 + Cyte? + §t2€2t + > cost — 5 sint — e* cost + T

Propuesto 3.19. Considere la ecuacion diferencial:

1
t%ﬁmy+<ﬂ—1>y:£¢>&

(a) Demuestre que yi(t) = t~2 cost es una solucién de la ecuacién homogénea
correspondiente.

(b)Encuentre otra solucion l.i. con y;.

(c)Encuentre la solucion general.

Soluciones:

(a) Basta con reemplazar en la homogenea.
() wlt) =t~ sin, |
(¢) y(t) =t"2(cicost + cysint) +t2 — 272,

Propuesto 3.20. Considere la ecuacion diferencial:

v 0y +qt)y = f(B), (1)
donde p(t),q(t), y f(t) son funciones definidas en R continuas.
(a) Suponiendo que yy(t),y2(t) son dos soluciones l.i. de la ecuacion homogénea
asociada demuestre que la solucion general de (1) se puede escribir de la forma

t
V1) = en(®) +ean(®) + [ Glt.9)f(5)ds
0
donde se pide determinar esta funcion G.
(b)Evaliie a partir de (a) la solucion general de la ecuacion y" +k*y = f(t), k > 0.
Soluciones:

 Ons) — i (Oals)
@ G = e

(b) y(t) = ¢y cos(kt) + cosin(kt) + fot f(s)sin(k(t — s))ds
Propuesto 3.21. Considere la ecuacion diferencial:

vy + (42° = 1)y + 42’y = e 1> 0.



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

109

(a)Encuentre la solucion de la ecuacion homogénea correspondiente. Hint: Reduzca
esta ecuacion a una de coeficientes constantes mediante un cambio de la forma
t =z, para un cierto «.

(b)Encuentre la solucion general usando variacion de pardmetros.

Soluciones:

(a) yn(x) = e (c1 + c22?),

1 2
(b) y(x) = e (c; + cox?) + ie””"’” (32% — 6z +5).

Propuesto 3.22. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

t
1-1

/

y_

y" + L y=1-—t¢
1—t '

Solucion:

y(t) = cret + cot + 1 + 2.

Propuesto 3.23. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) (*—1)y" =2ty +2y=1¢*—1.
(b) ty" +2t+3)y +(t+3)y=ae, t>0.

Soluciones:

(a) yt)=Cit+Co(t*+1)+1t (m (IZJF—D —t) 1 % (+1)In (* — 1)

— —t € a, _y
(0) y(t) = Cre™! + Cog + te™".
Propuesto 3.24. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) y" +2y" +2y =e(cost + 2sent).
(b) y"+ ey =t >0,
Soluciones:

(a) y(t) = c1 + e (cacos(t) + cysin(t)) + e_t(itcos(t) — ztsin(t)).
(b) y(t) = dit? + dot? In(t) +ds + t2 (£ In(t) — 1),
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4. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sea f :[0,00) — R, decimos que f es continua a trozos (continua por tramos)
en [0, 00), si en cualquier intervalo [a,b] C [0, 00) hay a lo mds un nimero finito de
puntos de discontinuidades t1, . . ., t; de salto finito, esto significa que f es continua
en cada intervalo (tx,tg+1), v f(f), t € (g, tr+1), tiende a un limite finito cuando
t tiende a ty o tpy1, para todo k=1,..,1 — 1.

Definicién 4.1. Decimos que una funcién f : [0,00) — R es de orden exponencial
si existen constantes C >0, M >0 y T > 0 tales que:

If()] < Me®" para todo t>T

Ejemplo 4.1. (1) Para f(t) =t, t > 0, se tiene |f(t)| =t < €', por lo tanto es
de orden exponencial con M =1,C' =1 y T cualquier nimero positivo.

(2) Para f(t) = cost, t >0, se tiene | f(t)| = |cost| < €', por lo tanto es de orden
exponencial con M =1,C =1 y T cualquier nimero positivo.

(3) Para f(t) = t"sint, t > 0, se tiene |f(t)] < t" < (e')" = €™, por lo tanto es
de orden exponencial con M = 1,C' =n y T cualquier nimero positivo.

Comencemos a continuacién con la definicién de la Transformada de Laplace.

Sea f :[0,00) — Ry consideremos la expresién,

/ ' e St f(t)dt

0

donde s > 0 y 7 > 0. Supongamos que

lfm Te—st f(t)dt = / h e f(t)dt
0

T—00 0

existe, entonces
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F(s):= /OO e St f(t)dt

0

la llamaremos la transformada de Laplace de f. Es costumbre también denotar la
transformada de Laplace por L£(f(t)). Asi,

L(f(t)) = F(s) = / et (e

0

Notamos que el dominio de definiciéon de esta transformada depende de la fun-
cién f. En este respecto se tiene

Teorema 4.1. Sea f : [0,00) — R continua por trozos y de orden exponencial,
i.e. existen constantes M >0, C >0 y T > 0 tales que

If(t)] < Me“"  para todo t>T,

entonces F(s) existe para todo s > C.

Demostracién 1. Se tiene

F(s) = lim Te*Stf(t)dt

T—00 0

_ / e @t i [ e (o)t
0

T—00 T

Ahora, de los cursos de calculo se sabe que

lim [ e *'f(t)dt
T—00 T
existe, si

lim T6_5t|f(t)|dt = /OO e f(t)|dt < oo, (4.1)
T

T—00 T

asi que estudiaremos este ultimo limite. Se tiene

/ 6_8t|f<t>|dt§M/ e_SteCtdt:M/ e~ Oty
T T T
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por lo tanto,

T M
lim e S| f(t)|dt < Ce_(s_C)T, para todo s> C.
T—o0 [p s —

Luego,
/ e | f(t)|dt < oo, paratodo s> C.

T

lo que implica que

F(s) = / e St f(t)dt
0
existe para todo s > C, que es lo que se queria demostrar B

El siguiente teorema nos dice que la transformada es continua.

Teorema 4.2. Supongamos que la funcion f satisface las condiciones del teorema
anterior, entonces la transformada de Laplace, F(s), es continua en el intervalo

(C,00).

Demostracién 2. Sean sj,s9 € (C,00). Queremos demostrar que si s; — S,
entonces F(s1) — F(s2). Se tiene

F(s1) = /000 e S f(t)dt
F(sy) = /00 e 2 f(t)dt

0
entonces,

F(si) — Fs)] < / et — e (1) dt.

Suponiendo, sin perder generalidad que s; < sy, lo cual implica que e~ %% >

e%2t se tiene
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F(s1) — F(sg)] < / et — e f(o))de
= [t — el [Cen- el

T 0o
< ¢ / (e7* — e 52N dt + M/ (e751t — e’SQt)eCtdt,
0 T

donde ¢, = sup,¢o 7 | f(t)|- Notando que

T T
/ e St dt — / e *2dt cuando $; — S
0 0

Y que

) 0o
/ (6—51t . e—szt)BCtdt _ / (6_(51_C)t . 6—(52—C)t)dt

T T

L o wor__ 1  wmor
S1 — C S9 — C

se obtiene que

— 0, cuando s; — $o,

|F'(s1) — F(s2)] — 0, cuando s; — so.
Esto implica que F(s) es una funcién continua en (C, c0).

En el siguiente teorema evaluamos la transformada de Laplace de algunas fun-
ciones elementales.

Teorema 4.3. Se tiene lo siguiente

(a) [,(1):%, s>0

|
(b) E(t"):%, s>0, n>1
(c)  L(e™) ! , s>a
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_ k
(d) ﬁ(sm kt) = m
S
(e) E(COS k’t) = m
, k
(f)  L(sinhkt) = Ry

Demostracién 3. (a) es inmediato. (b) por induccién, para n = 1, se debe tener

1!

Probemos esto.

L(t) = / te *'dt = lim [ te *'dt,
0

T—00 0

y se tiene
T te=styr 1 [T
/ te "tdt = + = / e Stdt
0 —s 1o sJy
Te T le T T
= — + —
S s —s lo
e T 1
= — + —=[l—e*"]——= cuando T — oc.
s 52 52
Luego

T oo 1
L(t)= lm [ te *dt= / te *tdt = —.
0 0

T—00 52

Suponemos ahora el resultado para n y queremos probarlo para n + 1. Por
definicion

T

L") = 1m [ t"Me dt

T—00 0
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T 1 T
+ (n+ )/ t"e St dt.
0

0 S

T 1,—st
_ t"tle
tn-l-le Stdt
0 —S

Haciendo que 7 — oo se obtiene

n n+1) [, s n+1 n n+1) nl n+ 1)!
L‘(tﬂ):( s )/0 the tdt:( s )E(t):( s >Sn+1:(sn+2)'

Para demostrar (c), por definicién se tiene

oo oo 1
ﬁ(eat) _ / e—steatdt _ / 6—(s—a)tdt _
0 0 S—a

Finalmente vamos a demostrar (d), el resto queda de ejercicio. Se tiene

T

L(sinkt) = lim e *tsinkt dt

T Jq
y
T sin kt T k[T
/ e Stsinkt dt = Le*“ + —/ e st coskt dt
0 —s o s Jo
1(r) J(r)
de donde

Por otro lado
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J(r) = e=t| — ﬁ/ e Ssinkt dt
—5 o s/
1  coskr e 5" k
— A I §
<s s ) s (7)

Haciendo que 7 — oo se obtiene primero que

I(1) — L(sinkt) y J(7)— L(coskt)

y de las expresiones anteriores se obtiene entonces que

L(sinkt) = gﬁ(cos kt)

L(coskt) = 1—Eﬁ(sinkt).

s s
Resolviendo

k{1l k
inkt) = — |- — —L(sinkt
L(sin kt) S[S Sﬁ(sm )}
que implica

y analogamente,

S

L(coskt) = %E(sin kt) = T

Notemos ahora que la T. de L. es un operador lineal. De la definicién se tiene
que si f,g :[0,00) — R admiten de la T. de L. entonces

Laf(t) + Bg(t) = aL(f () + BL(g(1))

para a y 3 € R cualesquiera. Esto se debe a que



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

117

Llag (0 + oyl = | " e af () + Ba(t)dt

0

:a/o e“f(t)dt—i—ﬁ/o e *g(t)dt.

Esto nos simplifica la evaluacién de la T. de L.

Ejemplo 4.2. Evaluar la T. de L. de 5cos 3t + 10 sinh 6.
5s 60

L(5cos 3t + 10sinh 6t) = 5L(cos 3t) + 10L(sinh 6t) = 719 36

4.1. Transformada Inversa. Vamos a comenzar con un ejemplo. Sabemos que

S
ﬁ(COS kt) = m = F(S)

Supongamos ahora que tenemos dada la expresion,

s
52+ k2

F(s) =
y queremos saber si existe una funcién f(¢) tal que,

S

F(s) = T L(f(t))

En este caso, sabemos la respuesta, evidentemente f(t) = cos kt.

Mas generalmente dada una funcién F : (C,00) — R con C' > 0, queremos
saber si existe una funcién f(t) tal que,
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y la llamaremos la transformada inversa de F'(s).

Como consecuencia inmediata del teorema 4.3 se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.4. Se tiene los siguientes resultados:

(&) £ G) — 1 s>0

|
(b) L1 (SZH) =1t n>1 entero
1
(c) £t ( ) =e’ s>a
s—a
k
(@ £ < - k2) — sin kt
s
(e) Lt < 5 j_ k:2) = cos kt
s
k
(f) Lt (52 — k2> =sinhkt s> |k|

s2 — k2

(2) L1 ( i ) = coshkt s> |k|

Nota 4.1. Tenemos que la T. de L. de una funcion f esta definida por una integral

(1)) = / et (bt = F(s).

Si g es una funcion que difiere de f en un ntimero finito de puntos aislados entonces
obviamente se tendra que

Este simple ejemplo demuestra que la ecuacion
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L(f(1)) = F(s) (4.2)

no tiene soluciéon tnica. Sin embargo, se puede demostrar que si dos funciones
tienen la misma T. de L. entonces solo una de ellas puede ser continua.

En cuanto a propiedades de linealidad de la transformada inversa se tiene el
siguiente resultado. Supongamos que

L7 (F(s) v LTHG(s))

son funciones continuas (y de orden exponencial), entonces para « y /3 constantes
cualesquiera

L7 (aF(s) + BG(s)) = aL™H(F(s)) + BLT(G(5)).

En efecto, si

LTUF(s) = f(t) v LTHG(s))=9g(t)

donde f y g son funciones continuas, y si

Z(s) = L(af () + Pg(t)) = aL(f (1)) + BL(g(t)) = aF(s) + BG(s),
entonces
af(t)+ Bg(t) = L7 (aF(s) + BG(s)),

que implica

al "V (F(s)) + BL7YG(s)) = L7 (aF(s) + BG(s)).

Ejemplo 4.3. Calcule la transformada inversa de la funcion

s+ 6
F(s) = )
() s2+4

Escribimos
s+6 s 2

= 3
5244 32+4+ s2 44’

entonces
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-1 s+ 6 el s . 9 B .
L (—32+4> =L <—32—|—4> + 3L (32—|—4) = cos 2t + 3sin 2¢.

4.2. Propiedades operacionales.

Teorema 4.5. (Primer teorema de traslacion.) Sea a € R, y f :[0,00) — R una
funcion que admite transformada de Laplace. Entonces

L(e"f(t)) = F(s —a),
donde F(s) = L(f(t)).

Demostracion 4. Se tiene que

entonces

= /OO eI (t)dt = F(s —a)
0

Ejemplo 4.4. Evaluemos L(e™? cos(4t)). Se tiene que f(t) = cos(4t) y a = —2.

S
s2+16

s+ 2 B s+ 2
(s+2)2+16 s2+4s+20

F(s) = L(cos(4t)) =

F(s+2) = L(e *cos(4t)) =

Del teorema anterior se tiene que
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con L7HF(s)) = f(¢).

Ejemplo 4.5. Encuentre f(t) tal que f(t) = L™ <m)

Completando el cuadrado del binomio en el denominador

S S
s24+6s+11  (s+3)2+2

y descomponiendo para identificar transformadas conocidas

s+3 3 s+3 3 V2

(s+3)2+ (V2?2 (s+32+ (V2?2  (s+32+(V2)? V2(s+3)2+(v2)?

k
12 (con k = \/2) pero de-

S
ue tienen respectivamente la forma
q p / 52 + k2 Y 52 +

splazadas.
Sabemos que

y utilizando el teorema anterior,

-1 s+3 = (cos e 3t
. ((s +3)2 1 (\/5)2) = (con(v/28)

De la misma forma

-1 V2 = (sin e 3t

ya que L7 (57005) = sin(v/21).

Finalmente usando la linealidad de la transformada inversa, se concluye que

3
7 sin(v/2t)e ™.

f(t) = cos(vV2t)e3 — 7
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En el segundo teorema de traslacion vamos a usar la siguiente funcién, que
llamaremos funcién escalén unitario o simplemente funcién escalén.

0 si0<t<a,
U(t_“):{ 1 sit>a

donde a > 0. Notemos que esta funcién esta definida para t > 0, es continua a
trozos, y de orden exponencial. En particular la funcién U(t) es igual a 1 para
todo t > 0.

Teorema 4.6. (Segundo teorema de traslacion) Sea a > 0 y f :[0,00) — R una
funcion que admite transformada de Laplace. Entonces

L(f(t—a)U(t—a))=e “F(s)

con F(s)=L(f(1)).

Demostracién 5. De la definicién de T. de L.

L(f(t—a)U(t—a))= /000 ft —a)U(t — a)e *dt = /00 f(t—a)e dt.

Haciendo el cambio de variable de integracién ¢ — a = u, nos queda

LOf(t— a)U(t — a)) = /0 " Fu)e @t gy = ¢~ /0 " Fu)edu

=e *"F(s). 1
Nota. La forma inversa del teorema es

L (e F(s)) = f(t —a)U(t — a).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.6. Consideremos la funcion f definida por
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2 si 0<t<?2
fy= -1 si 2<t<3
0 si t>3.

Con la ayuda de la funcion escalon la podemos escribir como
f(t)=2U0(t) = 3U(t —2)+ U(t — 3).

FEvaluando su T. de L., obtenemos

6—35

L(f(t) =2LU(t)) —3LU{t—2)+ LUt -3)) = % _ %6—25 n e

Ejemplo 4.7. Calculemos L(sin(t) U(t—27)). Notamos que esta funcion aparente-
mente no tiene la forma L(f(t—a)U(t—a)). Sin embargo se puede reducir a dicha
forma usando que sin(t) es 2w periddica, esto es sint = sin(t—2m) para todo t € R.
Entonces sin(t) U(t — 2m) = sin(t — 2m)U(t — 27), con lo cual

—27s

L(sin(t) U(t — 27)) = L(sin(t — 2m)U(t — 27) = e *™L(sint) = o

Teorema 4.7. (Derivadas de una transformada) Sea f : [0,00) — R continua a
trozos y de orden exponencial (|f(t)] < Me®t para todo t > T). Entonces para
todon € N ys>C+1, se tiene que

L (s) = (1)L () (4.3

donde F(s) = L(f(t)).

Nota. Este teorema se usa muchas veces en la forma
n

L7 (1)) = (1) F(s)

Demostracion 6. Se tiene, por definicién, que
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donde vamos a suponer de ahora en adelante que s > C'+ 1. Notamos que (4.3) se
puede obtener derivando formalmente bajo la integral con respecto a s. Se obtiene

dl;is> = - /0 o (4.4)

que corresponde al caso n =1 en (4.3),

FE(s) _ /OO e~ f(t)dt,

2
ds 0

etc. Justifiquemos este proceso. Formemos

F(s+h)—F(s) = /Ooo(e(s”‘)t —e N f(t)dt = /Ooo(eht — Ve *"f(t)dt. (4.5)

Definamos

I(h) = L /OO tf(t)e " dt.

(4.4) sera cierta si lim I(h) = 0. Probemos esto. De (4.5) se tiene

—0

I(h) = /OOO ((G_MT_l) +t) f(t)e *dt. (4.6)

. -, —ht_ .
Usamos desarrollo en series para acotar la funcién (<5=1) + ¢, se tiene

2 3!

= — —

~ht _ 1 2 243 2 3
Ly U
h 21 3!

Con lo cual
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e—ht_l t2 t2
T e (B
= +|_H<2!+3!+ )

donde sin pérdida de generalidad tomamos |h| < 1. Entonces

—ht

-1
[+t < [hle!

Tomando valor absoluto en (4.6), reemplazando la ultima expresion, y usando que
f es de orden exponencial, obtenemos

00 T 00
T < bl [ elpteeae < al( [ €O par v 0 [ e teear),
0 0 T
donde recordamos que hemos tomado s > C' + 1. Por lo tanto

T Mef(sfcfl)T
I(h)| < |h A=)t £ () dt + ——————
< ([ e+ ),

de donde }ILI/H%) I(h) =0.

Ahora vamos a probar el caso general. Lo hacemos por inducciéon, notamos que
la demostracion recién hecha corresponde al caso n = 1. Supongamos entonces
(4.3) para n y probemos el caso n + 1. De la definicién de T. de L.

L Tf(t) = / h " (t)e Stdt

0

nd”

ds”G(S)

= /OOO th(tf(t))e "tdt = (—1)

donde G(s) = L(tf(t)). Pero
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por lo que

dn+1

dsn—i-l

L) = (-1

F(s). m
Nota. La forma inversa de este Teorema es

P = (1L F ()

Algunos ejemplos.
Ejemplo 4.8. Se pide evaluar L(t? sin(kt)).

Vamos a aplicar el teorema anterior. Tomamos f(t) = sin(kt), entonces

F(s) = L(sin(kt)) = 82+Lk2

Del teorema anterior, con n = 2, se tiene

d? 2k
2 2
L sin(kt) = (1755 F6) = 9577

Derivando
dF(s) —2ks

ds  (s2+k2)2

d*F(s)  2k(3s* — k?)
a2 (S R)P

Por lo tanto

352 — k2
2 _
Notemos que también se tiene
352 — k?
2 . _ 1
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Ejemplo 4.9. Se quiere calcular L(te ' cost). Usamos el teorema anterior, con
f(t) = e tcost. Se tiene

_ —t _ s+1
F(s) = L(e cost)——(s+1)2+1.
Derivando
dF(s) — (8% + 2s)

ds  (s2+2s+2)2’

y aplicando el teorema anterior, se obtiene
5%+ 2s

L(te™ t) = ———7——.
(te™* cost) EFTEE

4.3. Aplicaciones a EDO. A continuaciéon vamos a aplicar la T. de L. para
resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden n de la forma

any™ + an_1y" T L+ ary + agy = g(t),
donde los coeficientes aq, - - - , a, son constantes. El método consitira en aplicar T.
de L. a ambos miembros de esta ecuacién. De aqui se ve la necesidad de saber

calcular la T. de L. de derivadas de y. Esto lo hacemos en el siguiente teorema.

Recordemos primero que h : [0,00) — R es de orden exponencial si existen
constantes positivas C, M, T tal que

|h(t)] < Me“" paratodo t>T. (4.7)

Teorema 4.8. (Transformada de derivadas.) Sea f : [0, +00) — R que satisface la
siguiente condicion. f, f',..., f"™ son continuas a trozos y de orden exponencial,
suponemos que todas estas funciones satisfacen (4.7), con las mismas constantes.

Entonces, si F(s) = L(f(t)), se tiene

L) = s"F(s) =" f(0) =" 2f/(0) = - = s f"72(0) = f*~D(0), s> C.

Notemos que f, f',..., f™ son continuas excepto en un conjunto numerable de
puntos en [0, 00).
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Demostracion 7. Por induccion. Primero el caso n = 1. Queremos demostrar

L(f'(t) = sF(s) = f(0).

Se tiene:
/ f'(t)e *dt = h_)m f( e Stdt
— lf —st|T ! 75td
Jim (£ +s [ rieyea]
=i —ST __ 0 ! —std
Jim [7(r)e = £0) 45 [ f0eal]
—s [ f0e e = st (0) - F10),
0
ya que

|f(T)e™™| < Me“Te™™ = Me= =97 s> (O,

y por lo tanto
lim f(7)e”™* =0.

T—00

Queda entonces demostrado el caso n = 1. Supongamos a continuacién el resultado
cierto para m y queremos probarlo para n 4+ 1. Se tiene:

E n+1 / f n+1 —stdt

= lim [f(n) St’T—i-S/ f 7stdt

T—00

= sL(f™(1) = (0.
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Esto es

L(FOO) = sLFM (1)) - f™(0).

Reemplazando en esta expresién

L)1) = 5" F(s) = 5" L(0) = 5" 21(0) =+ = 5£2(0) = £V (0),

que es la hipotesis de induccion, nos queda finalmente

L(F™H(t) = s F(s) — 5" £(0) ... — sf™7D(0) — £(0),

que es el caso n + 1. Esto termina la demostracion B

Consideremos
any(") + an_ly(”_l) + ...+ aly’ + apy = 9(t>

con las condiciones iniciales

y(O) = Cq, y/(o) =C2,... 7y(n_1)(0) = Cp,

donde ¢ es una funcién que admite T. de L. y

ag, i, ...,0a, Y Co,-..,Cy sON constantes reales.

Vamos a aplicar T. de L. a ambos miembros. Sea

entonces, del teorema anterior

Ly D (1) = s'Y (s) = s 'y(0) — 2/ (0) — - - = sy 2 (0) — y"(0),

para i = 1,....,n. Aplicando esto a la ecuacién diferencial, se obtiene
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a[s"Y (s) — s"y(0) — ... =y (0)] +
[V () = 5"y (0) — . =y (0)] +
Un_o[s"72Y (s) — s"3y(0) — ... =y 0)] + - - + agY (s) = G(s)

donde G(s) = L(g(t)). Agrupando, se obtiene

P(s)Y (s) + Q(s) = G(s).

donde

P(8) = aps™ + ap_15""" + ...+ a5 + ag

(polinomio caracteristico) y Q(s) es un polinomio de grado s"~! en s, funcién de
las condiciones iniciales. Despejando Y'(s), se obtiene

Para encontrar y(t) tenemos que aplicar transformada inversa a esta ultima
expresiéon, nos da

R

Ejemplo 4.10. Resuelva usando T. de L.

y —3y=¢e" y(0)=1.

Aplicando T. de L. y con la notacion anterior
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SY (s) — y(0) =3V (s) = i2
\1,-/ S
(s—B)Y(s)zlJrSiQ:i:;

s—1

e IrEn)

usamos fracciones parciales, (repasar), para lo cual escribimos:

A B
Y =
() s—2 s—3
calculando, obtenemos
A=-1 B=2.
y por lo tanto
1 2
Y(s)=—
() s—2 s—3
Aplicando T. I., resulta
1
= -1 Y = — -1 2 -1 [ 2t 2 3t.
Y1) = LY (5)) = —L7 () + 267 (1) = ¥ 2

Ejemplo 4.11. Resuelva usando T. de L. (ecuacion del péndulo en resonancia)

y" + k:zy = cos kt, k>0,

con las condictones iniciales

y(0) =c1, ¥'(0) = co.
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Aplicando T. de L. en dmbos lados de la ecuacion, se obtiene:

S

s?Y (s) — se; — ey + kY (s) = Ry

S n sc1 + ¢y
_ (32 —|—k:2)2 §2 & k2

Aplicando T. I.,

_ 1
el )

) = £V ()} = £ )+ ol

=LY~ }+clcosk:t+c—k2sinkt.

(s? +k2)

s
mejor tf(t) = —L7(LF(s)). Identificando F(s) =

Para evaluar £7* { } vamos a usar la formula LF(s) = —L{tf(t)}, o

e se tiene primero que
. L.
ft)y=LTH{F(s)} = % Sin kt.

A continuacion notando que

S

1 25 o 1d (1
(2 + k22 2\ (s2+4k22) 2ds\s2+ k%)

se tiene que

_d;‘i (ﬁ) _ _dilsF(s) — L{tf(D)) =L {tsikt} ,
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1y entonces
S 1
————— = —L{tsinkt
e ap skt
1
2 ) = “tsinkt. 4.8
((52+k2)2> ok (4.8)
Finalmente N
tsin kt
y(t) = 5121]1{; +c coskt—i—c—]jsinkt

Ejemplo 4.12. Resuelva la ecuacion con condiciones iniciales

y"+ 16y = f(t), y(0)=0 y'(0) = 1.

donde f(t) = cosdt (U(t) — U(t — m)). Poniendo L(y(t)) = Y (s), y aplicando T.
de L.

s?Y (s) — 1+ 16Y(s) = L{f(1)}. (4.9)
pero
f(t) =cosdt (U(t) —U(t —m)) = cos4t — cos 4t U(t — )
= cos4t — cosd(t — m)U(t — m),
de donde
s .S
LIy =516 "or1e
Substituyendo en (6.29) y despejando Y (s),
S S 1
Y(s)=———=—¢"° . 4.1
()= rier ¢ rrioe T2 (4.10)

Ahora de (4.8), se tiene que
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Por lo tanto

L {e‘”ﬁ} = éU(t —7)(t — ) sind(t — 7).

Finalmente tomando T.I en (6.30), nos queda

1 1 1
y(t) = tsindt — -U(t — m)(t — m)sind(t — 7)) +— sin 4t
8 8 — 4

sin 4t

_ six:lt (% - U(t—w2)(t—7r) +1> |

que se puede escribir como,

1 1
Zsin4t+§tsin4t 0<t<m

247

sin 4¢ t>m.

4.4. Producto de Convolucién. Sean f, g : [0,+00) — R dos funciones que
admiten T. de L. Definimos el producto de convolucién de f y g, que denotamos
por f * g, de la forma siguiente:

o= [ Foglt — )

Es inmediato ver que este producto satisface

fxg=gx*f.
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En efecto, haciendo el cambio de variable t — 7 = s en la definicion, se tiene

(f*g)(t) = — / £t — 5)g(s)ds = / £t — $)g(s)ds = (g% )(2)

El teorema principal respecto del producto de convolucién es el siguiente.

Teorema 4.9. Sean f,g : [0,+00) — R dos funciones continuas a trozos y de
orden exponencial tal que ambas satisfacen (4.7), entonces

LL(f * 9)(1)} = F(s)G(s).
donde F(s) = L(f(1)) y G(s) = L(g(t).

Forma inversa del teorema:

LTHE(s)G(s)) = (f = 9)(t)

Demostracién 8 (del Teorema 4.9). Vamos a redefinir f y g agregando la condi-
cién que f(t) = g(t) = 0 para todo t < 0. Del segundo teorema de traslacién se
tiene que

Lglt—1)) = /000 gt —7)e Sdt = /000 Ut —7)g(t — 7)e *dt = e *"G(s),

donde s > C'. De aqui

Fle)Gls) = /0°° F(7)G(s)e™"dr = /OOO f(T)(/OOO g(t — 7)e dt)dr
= g /OR /0 ) f(T)g(t — 7)e " dtdr.

Se puede demostrar que se puede intercambiar los limites de integracion (Ej.), de

donde
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R—o00 R—o0

/ L/j’ ot — r)drdt
/ (/j? g(t — 7)drdt.

Afirmacion. De la condicién [y g satisfacen (4.7), se tiene que existe una constante
N > 0 tal que

F(s)G(s) = lim / / f(r)g(t — 7)drdt = lim (I;(R) + I(R)),
donde

le ' f(T)g(t — 7)| < Ne *7eCTe“"m) = Ne (O, (4.11)

En efecto de (4.7)
|h(t)] < Me®" paratodo t>T >0,

y donde h = f o h = g. Como f, g son continuas a trozos existe una constante
My > 0 tal que para todo t € [0, 7] se tiene que f(t) < My y g(t) < My, entonces

\h(t)| < Mo+ Me®* < Ne®®  para todo t >0,

y donde N = My+M. De aqui (4.11) se sigue inmediatamente, definiendo N = N2.
Usando (4.11) en I, se tiene

NR
|I(R |<N/ W/1Mﬁ: e O

cuando R — oo. Por otro lado la regién de integracién en la integral de I es

0<t<R 0<7<R,

por lo que se tiene que

/ ‘/f g(t — 7)dr.

Entonces
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_ / o / F)g(t — Pyt = £((f % g)(1)). m

Nota. Un caso particular interesante es cuando f = g, en este caso se tiene

(F(s)* = L((f = ))(2))-

1
Ejemplo 4.13. Encuentre L™} ( 2) . Aplicando la forma inversa del teo-

(= 12)
rema, se tiene

-1 ! —isin -) * sin k(-
£ (g ) = etk sin k()0

1

TR

¢
1
/ sin kT sink(t — 7)dr = %(sin kt — kt cos kt),
0

donde hemos usado las identidades trigonométricas:

cos(A+ B) = cos Acos B — sin Asin B, (4.12)

cos(A — B) = cos Acos B + sin Asin B. (4.13)

Corolario 1. Transformada de una integral. Sea f : [0,400) — R continua a
trozos y de orden exponencial. Entonces

o[ fryary = <o)

donde

Forma inversa del teorema.
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Demostracién 9 (del Corolario 1). Se tiene

/Otf(T)dT——/tof(t—s)ds—/otf(t_s)ds

donde hemos hecho el cambio de variable 7 =t — s. Mirando la ultima expresion
1

como la integral de 1 por f(t —s) y recordando que £(1) = —, del ultimo teorema
s

se sigue inmediatamente que

e[ fryary = SP(s).

1
Ejemplo 4.14. Encuentre L7} (( T 1)( T 4))
s s
Definiendo F(s) = —— y G(s) = —— se ti
efiniendo F'(s) = ——— y G(s) = 5=, se tiene que

o(t) = £L(G(s)) = £ <32 1+ 4) _ %Sin o,

Entonces del teorema anterior, se sigue que

£ <(52 - 1)1(52 + 4)> _ /Ot F()g(t — 7)dr = %/Ot in 7 sin 2(¢ — 7)dr.

Usando las identidades trigonométricas (4.12), (4.13), se obtiene que

2sin7sin 2(t — 7) = cos (3t — 27) — cos (2t — 7).

Reemplazando esta expresion en la integral e integrando, resulta:

1 1 1
£ = —sint — —sin 2¢
((32 +1)(2+ 4)) 3ot Tt
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Ejemplo 4.15. Encuentre £} (m) .

Definiendo F'(s

S .

F(t) = LN(F(s)) = £ <82 j k2> — cos kt

Del teorema del producto de convolucion
_1 s 1 , _ tsin(kt)
L (m) = E/O cos kT sin l{(t - T)dT = T,

que es el mismo valor que consequimos por otro método.

4.5. Transformada de Laplace de funciones periddicas.

Teorema 4.10. Sea f : [0,00) — R continua a tramos y de orden exponencial
(|f@)] < Me®t, t > T). Supongamos que existe una constante a > 0 tal que
f(t+a) = f(t), para todo t > 0. Entonces

foa et f(t)dt

1 —esa

F(s) = ,

donde como siempre F(s) = L(f(t).

En este caso diremos que la funcién f(t) es a— periddica para ¢t > 0.

Demostracion 10. Se tiene, por definicién de la T. de L.

F(s) :/OOO e—stf(t)dt:/an—“f(t)dwr/aoo e f(t)dt.



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

140

Haciendo el cambio de variable de integracién 7 =t — a en la ultima integral, se
obtiene

/ ettt = /0 e £ 4 a)dr = e /0 e (r)dr = e F(s),

por lo que

F(s) = / e f(t)dt + e *F(s),
0
que implica el resultado. ®

Ejemplo 4.16. Encuentre la T. de L. de la funcion My(t) definida por

1 s1 0<t<d
My(t) = { N

-1 si b<t<2b,
My (t 4 2b) = M,(t).

Se tiene

2 b 2 1
/ e S My (t)dt = / e Stdt — / e Stdt = —(1 — e7)2.
0 0 b §

Entonces

LOM(t)) = 3((11__66_:35) _ S%;i_;)) _ étanh%s. (4.14)

Ejemplo 4.17. Se quiere encontrar la T. de L. de Hy(t), dado por

Hy(t) =
o(t) 2 —t si b<t<?2b,

Hy(t + 2b) = Hy(t).

{t si 0<t<b
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Para resolver este problema notamos que H, satisface Hy(t) = fg M, (T)dr. Esto
es claro sit € [0,2b). Sit > 2b se tiene

t+2b t t+2b
Hy(t + 2b) = My(7)dT = / My(T)dr + My(T)dr
0 0 t
t+2b
= Hy(t) + My(T)dr.
t
Por lo que hay que probar que
+2b
M,y(7)dT =0,

lo cual queda de ejercicio.

1
Aplicando la formula E{fot f(r)dr} = gF(s), se obtiene de inmediato que

1 bs

A continuacion por aplicacion directa de (4.14) se tiene que

, G 41 Mb@) - (% T S<(11—+ ej%) = +16bs>.

1 1
Notemos que la funcion Ry(t) := §+§Mb(t) queda dada por la siguiente expresion:

Ro(t) = 1 si 0<t<bd
T lo osi b<t < 2b,

Ry(t + 2b) = Ry(t).

Usando terminologia de Ingenieria eléctrica decimos que Ry(t) es una rectifi-
cacion de media onda de la funcidn M(t).

Maés generalmente consideremos una funcién f : [0, 00) — R continua a trozos
en el intervalo [0, 2b] y que satisface f(t+b) = —f(t) para t € [0,b) y f(t+ 2b) =
f(t) para todo t > 0. Calculemos la T. de L. de esta funcién. Se tiene primero lo
siguiente.
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2b b 2b
/0 e sf(t)dt:/o e sf(t)dt+/b e~ (1)t

b b b b
= /0 eStf(t)dt + /0 e ST F(r 4 b)dr = /0 e tf(t)dt — e /0 et f(t)dt

_ (1= by /0 e~ £ (1)

A continuacién aplicando la formula para la transformada de una funcién periédi-
ca, obtenemos

Fls) = /0 T e ()t = ﬁ /0 e F(t)dt — % /0 e f(1)dt,

de donde finalmente obtenemos

1 b
m/o e f(t)dt

Sea ahora fi(t) la rectificacién de media onda de f(¢). Evaluemos su T. de L.
Tenemos que esta funcién es 2b periddica, aplicando entonces la formula para la
transformada de una funcién peridédica, obtenemos

F(s) =

0o 2b
Fl(S) — /0 e—stfl (t)dt = (1_—2_281))/0' e—Stfl (t)dt

Y e = B g Fl)
- o [ 0 = ) = o

Definamos a continuacién la funcién fo(t) = f1(t—b), donde suponemos f1(7) =
0 para 7 < 0. Entonces se tiene
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—bs e_bSF(S)
Fy(s) := L(f2(t)) = L(J1(t=b)) = LIU(E=b)(fi(t—b)) = e fﬂ@)Z(l_eﬂ%
Supongamos finalmente que f3(t) = f1(t) + f2(t). Entonces
_ _ __F() e " F(s)
F3(S) T ﬁ(f?)(t)) - ‘C(fl(t)) +£(f2(t)) - (1 . G,Sb) + (1 . e,Sb)
(I 4e ™) F(s) bs
=0 coth (5) F(s).
La funcién f3 se llama la rectificacion de onda completa de la funcién f.
Ejemplo 4.18. Consideremos f(t) = sint. Sabemos que F(s) = = :_ T A mo-

do de ejercicio vamos a calcular esta transformada asi como otras aplicando las
formulas anteriores.

Se tiene que f(t) = sint satisface las condiciones f(t+m) = —f(t) parat € [0, )
y f(t+ 2m) = f(t) para todo t > 0. Podemos calcular su transformada por la
formula
F(s) = ;_/ e ' sintdt.
(I +e=m) Jo
Como se tiene que

St gin tdt = (€™ 4 1)~
/0 e *'sin (e™ + )32 T
se obtiene . . .
F _ —Ts 1 — .
(s) (14 e—sm) (7 + )32 +1 s$2+1

Ejemplo 4.19. La rectificacion de media onda de sint es la funcion

sint st 0<t<m
fi(t) = {

0 sz wm<t<2m,

filt+2m) = fi(t).

Su transformada es dada por
F(s) 1

Fi(s) = (1 —e>m) B (1—esm)(s24+1)
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FEvaluemos la T. de L. de la funcion fo(t) = fi(t—m), donde suponemos fi(T) =
0 para 7 < 0. Notamos primero que

Aut) = {0 sio 0<t<m

|sint| si 7w <t<2n,

fa(t 4 2m) = fa(t).

Entonces se tiene

Fy(s) := L(fo(t)) = (61—185(;)) T = ees:;sz +1)

Supongamos finalmente que f3(t) = fi(t) + fa(t). Entonces es claro que f3(t) =
| sint|, para todo t > 0. Se tiene de las formulas anteriores que

s Coth(%s)
F3(s) = coth(;)F(s) = o

La funcion f3 se llama la rectificacion de onda completa de sint.

Por otro lado como la funcién |sint| es m periodica su transformada se puede
calcular directamente por medio de

1 ™
Fy(s) = L([sint]) = m/o e | sin t|dt,

lo que nos da el mismo resultado.

4.6. Delta de Dirac. Vamos a estudiar ahora una condiciéon que debe cumplir
una funcién F : [C,;00) — R, C' > 0, para ser la T. de L. de una funcién f :
[0,00) — R continua a trozos y de orden exponencial, esto es

If(t)] < Me®" paratodo t>T.

Como antes, existe una constante N > 0 tal que
|f(t)] < Ne®" para todo t>0.

Entonces se tiene
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(e.e] oo N
P =@l < [ el N [ et S
0 0 s—C
de donde
lim F(s) =0.
En particular , la funcién n no es la T. de L . de ninguna funcién continua a
s

trozos y de orden exponencial.

A continuacién vamos a estudiar las funciones delta de Dirac. Consideremos
primero el siguiente ejemplo. Sea h% : [0, 00) — R definida por

ha(t) =

n

n  si a§t<a+%
0 si té¢la,a+2).

donde a > 0. Entonces para todo b > a + %, se tiene

y de aqui

Notamos que tomando el limite

b (%s)

fm [ he(H)dt=1 y lim [ K(t)dt=1.

n—oo 0 n—oo 0

Supongamos que se pudiera intercambiar el limite con la integral y llamemos d,(t)
la funcion limite bajo el signo integral, esto es

b b b
lim m@ﬁ:/nmm@ﬁ:/@@ﬁ:L
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lim [ A(t)dt = / lfim A% (t)dt = / Sa(t)dt = 1.
0 0 0

n—oo n—oo

Mostremos a continuacién que tal funcién 6,(¢) no puede existir. En efecto, como
es inmediato de ver, se tiene que lim h%(t) = 0 excepto en el punto a. De la
n—oo

teoria de integracion se sigue entonces que fooo lim h%(t)dt = 0, lo que nos da una
n—oo

contradiccion.

Vamos a introducir a continuacién las funciones . Sea g : [0,00) — R una
funciéon continua. Entonces, para n grande, por el teorema del valor medio, se
tiene que

para algun t* € [a,a + %] De aqui, usando la continuidad de g, se tiene

o) a+% aty
tm [ he()g()dt = Tim | RE(8)g(t)dt = lim n / g(B)dt = gla).
n—oo Jq = Ja e a

Sabemos por lo visto antes que no podemos pasar el limite bajo el signo integral.
Sin embargo podemos pensar asi, el proceso que hemos hecho asigna a cada g

continua su valor g(a). LLamemos A, el operador que manda las funciones g en
su valor en el punto a, esto es A,(g) = g(a). Es facil ver que para o y (3 reales:

Ay(ag + Bh) = (ag + Bh)(a) = ag(a) + Bh(a) = alu(g) + BAL(R).

esto es el operador A, es lineal. Es costumbre escribir
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Por abuso de lenguaje vamos a llamar al simbolo d,. una funcién §. El operador
A, es lo que se conoce como una distribucion, llamada la distribuciéon de Dirac.
Notemos que si tomamos g(t) = e~*" entonces

/ Sa(t)e tdt = e~
0

Debido a esto vamos a decir que la T. de L. de la funcién §, es e *?, esto es
L(5,) = e~**. En particular si a = 0 entonces denotando §(¢) := dy() se tiene
L(5(t)) = 1. Se tiene también que 0,(t) = 6(t — a).

Nosotros queremos resolver ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes
con segundo miembro que contiene funciones . Consideremos primero el caso de
la ecuacion

azy” + a1y’ + agy = 44 (1). (4.15)

A una ecuacién como esta le vamos dar el siguiente sentido. Consideramos el
problema

azy” + a1y’ + apy = hi(t),

y llamaremos y? su solucién. Entonces por solucién de (4.15) vamos a entender
lim y%(t) = y(t). Calculemos entonces y?. Como

1
() = n(U(t —a) = Ut —a— 1))
tenemos que resolver
! / 1
asy” + a1y +agy=nU({t —a) —U(t —a— E»

Para simplificar el analisis vamos a suponer ademas que la soluciéon que buscamos
satisface y(0) = 0, ¢'(0) = 0. Llamando Y,,(s) = L(y(t)) y tomando T. de L. en
ambos lados de la ecuacién se obtiene
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—sa _ p—s(a+1) [ =2
(aps® + ays + ag)Y,(s) = n< ¢ = e’sa( se
S —_—
de donde
Yi(s) = e 5 (1-— e‘%).
" (a2s% 4+ a1 + ap) =
Como
1—en)
m B0y,

haciendo tender n — oo en la ultima ecuacion, se obtiene

e—SCL

Yo(s) = (4.16)

(as? + ays + ag)

Notamos que este resultado se puede obtener también si tomamos T. de L. en
ambos lados de (4.15), usamos que L(d,) = e **, y suponemos que la igualdad se
mantiene, se obtiene

(ap8® + ays +ag)Y (s) = e %%,
de donde se sigue (4.16). Esto nos da un método formal para calcular el correspon-
diente Y, en otros problemas de ecuaciones diferenciales con segundos miembros
que contienen funciones 9, este método consiste en tratar esta funciéon 6 como una
funcion ordinaria cuando se aplica T. de L. Aplicando Transformada inversa obten-
emos y(t) = L71(Y(s)). Finalmente hay que demostrar que lim y2(t) = y(t).
Ejemplo 4.20. Resolvamos
y' +ay =46(t —2m), y(0)=1, ¢'(0)=0.
Aplicando T. de L.:

s?Y (s) — sy(0) — ¢/(0) + 4Y (s) = de™ >~
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s2Y (s) +4Y (s) = s + 4e 7
S + 4e 25T s 4

Y(s) = s2+4 :32+4+32+4

—2sm
o s (e
y(t)=L (32—{—4) + 4L (32+4)

£1< 2i4> = cos 2t
5

—2sm
(N o _
L <32—|—4) = 251n2(t 2m)U(t — 27),

—2sm

de donde
y(t) = cos2t + 2sin2t U(t — 2m).

Ejemplo 4.21. Consideremos los dos problemas
my” + k*y =0
y(0) =0 y'(0) = o

my" + k*y = pod(t)
y(0)=0  y'(0)=0.

Vamos a probar que ambos problemas tienen la misma solucion si pg = muvy. La
solucion del primer problema es inmediata

y(t) = Asin i15 + Bcos

k
i i

que aplicando las condiciones iniciales nos da

k
y(t) = UO\k/m sin ——t.

Jm

Para encontrar la solucion del seqgundo problema aplicamos T. de L.

ms®Y (s) + k*Y (s) = po

Po Do vm
Yi(s) = = ) 4.17
) = s Ryt (L)e (4.17)
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De aqui, usando que py = muvg, obtenemos

y(t) = k% sin (\/%t) = U”\k{ﬁ sin (\j%t) .

4.7. Funcién de Transferencia. Volvamos ahora al problema

any™ + a1y + L+ @y + agy = g(t) (4.18)

con las condiciones iniciales

y(0) =cy1, ¥(0) =co,... ,y("’l)(O) = Cp,

y donde g es una funcién que admite T. de L. , con

ag, A1, ...,0y Y Co,-..,C, constantes reales.

Vimos que aplicando la T. L. a ambos miembros nos daba

P(s)Y (s) + Q(s) = G(s).

donde

P(8) = ans™ + ap_18"1 + ...+ a5+ ag

(polinomio caracteristico) y Q(s) es un polinomio de grado s~ ! en s, funcién de
las condiciones iniciales. Despejando Y'(s), se obtiene

Vamos a suponer que las condiciones iniciales son todas cero, esto implica que
Q(s) =0, por lo que
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donde W (s) =

. La funciéon W se llama funcion de transferencia. Si ponemos

1
P(s)

entonces

y(t) = L7V (5)) = (w*g)(t) = /0 w(T)g(t — 7)dr. (4.19)

Una notacién corriente en Ingenieria es llamar a la funcién ¢(t), funcién de
entrada del sistema e y(t) respuesta o salida del sistema. La funcién w(t) se llama
funcién peso del sistema y depende solamente de los coeficientes ag, ..., a,. En
este contexto (4.19) se llama la formula de Duhamel.

Volvamos ahora a la formula

que corresponde a la T. de L. de la respuesta y(t) = w(t) = LYW (s)) del
siguiente problema

any™ + ap 1y 4t ary + agy = 8(1) (4.21)

y(0) =0, ¥/(0)=0,...,y" 1 (0) = 0. (4.22)

Es por esto que w(s) también se le llama la respuesta a un impulso unitario.
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Miremos ahora el siguiente problema. Supongamos que sabemos que un fenémeno
de Ingenieria es modelado por una ecuacién de la forma (4.18), pero no conocemos
las constantes aq,--- ,a,. La pregunta es si se puede determinar la funciéon peso
del sistema por medio de excitaciones convenientes. Procedemos de la siguiente
forma: tomamos g(t) = U(t), y consideremos el siguiente problema

any™ + an 1y + L+ ay 4 agy = Ul(t)

Tomando transformada inversa y llamando h(t) = L7'(Yy(s)) la respuesta a la
excitacién U(t) se tiene

y por lo tanto w(t) = h/(t), quedando entonces determinada la funcién peso si se
conoce h'(t).
Con esto, de (4.19), la respuesta a una funcién g general es dada por

t
o) = [ Wirygle ~ryar
0
Ejemplo 4.22. Sea f : [0,00) — oo definida por

ft)y=n si n—1<t<n, neN

Encuentre la T. de L. de esta funcion y después resuelva la ecuacion

y'+Ey = f(t), y0)=0, y(0)=0.
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Empecemos evaluando la T. de L. de f. Se tiene que esta funcion se puede
escribir como

f&)y=>_U(t—n).

Aplicando T. de L. se tiene

LUF0) = 3 LW —n) =3 =23 e

Sea S =73, e " entonces

0o
658 = Z efs(n+1)7
n=0

y por lo tanto

S—e S =1,
de donde
1
5= 1—es’
y finalmente
LUf(0) = ——
sl —es)

Para resolver la ecuacion diferencial usamos T. de L.. Se tiene

1

(s* + k)Y (s) = s(—c )

de donde
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1 1 1 1 )
Y(s) = EIRI e @ik SL(sin k) L(F(1)).

Tomando transformada inversa

y(t) = L7V () = ¢ / F(r)sin(k(t — 7))dr.

Reemplazando la serie para f(t)

y(t) = L7HY (s)) = - /O sin(k(t — 7)) Y U(r —n)dr

t
0

_ %RZ:O/ sin(k(t — 1)U (r — n)dr.

Termine este problema evaluando la integral y dando una formula para y(t).
Vamos a resolver este problema de otra forma, para ilustrar nuestros métodos.
Considerando el problema

w' + k*w=46(t), w(0)=0, w'(0)=0,

sabemos de (4.17) que la T. de L. es

de donde )
w(t) = z sin kt.

De aqui y de la formula de Duhamel

y(t) = —/0 sinkr f(t — 7)dr — %/0 sin k(t — 7) f(7)dr,

y hemos vuelto a la formula obtenida antes.
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Ejemplo 4.23. Consideremos el siguiente problema

y =6(t—a), y(0)=0, a>0.

Aplicando T. de L.

sY(s) =e %,
de donde
6*804
Y =
(5) ==
Tomando transformada inversa
y(t) =U(t —a).

Formalmente

d
d—tU(t—a) =46(t—a).

Esta formula no tiene sentido aqui, pero si en teoria de distribuciones. Sin embargo
st uno aplica T. de L. a ambos miembros obtiene una identidad.

A manera de introduccién a nuestra proxima seccion consideremos el siguiente
problema.

Ejemplo 4.24. Resuelva, usando T. de L., el sistema de ecuaciones

zy = 10x; — 51y
xh = 8x1 — 121,.

Aplicamos T. de L. a cada ecuacion

L(z}(t)) = sX1(s) — 21(0) = 10X (s) — 5X3(s)
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L(25(t)) = sXo(s) — 22(0) = 8X(s) — 12X (s),
que se escribe como
(s —10)X1(s) + 5Xs(s) = x1(0)
—8X1(s) + (s + 12) Xs(s) = z2(0).

Resolviendo este sistema, obtenemos

(s 4+ 12)x1(0) — b4 (0)

) = s 1 £ 40

~ 821(0) + (s — 10)z2(0)
Xel8) = 0 s 12) 1 40

Notando que (s —10)(s + 12) + 40 = s*> + 2s — 80 = (s — 8)(s + 10) el sistema lo
podemos escribir como

_ n(O)(s+12) 52(0)
Xi(s) = (s—8)(s+10) (s —8)(s+10)’
Xo(s) = 8x1(0) x2(0)(s — 10)

(5s—8)(5+10) " (s—8)(s +10)°

Usando fracciones parciales

10 1  51y(0), 1 1

Xl(S):xl(O)(g(S_g) _9(S+10)> 18 (3—8_s+10

),

y agrupando

Xi(s) = (10955(0) - 5x12é0)) 5 i 8 (mlg()()) a 5$125<;O)> E +110'

Tomando transformada inversa
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9

5(E2<0)
18

9 18

ZEl(t)

(

El resto de ejercicio.

) (ep-5)

4.8. Funcion Gama. La funcién Gama se define para = > 0 por

/ t*te7tdt.
0

No es muy dificil ver que esta funcién esta bien definida en el sentido que el limite

['(z)

['(x) = lim t" e tdt,

T—00 0

existe para cada xz > 0, y se deja de ejercicio.
Vamos a ver que la funcién I" generaliza a n! para n € N. En efecto se tiene que
satisface

(x+1)=2l(x), z>0.
Demostremos esto. Por definicién
MNz+1) = / t"e tdt = lim [ e 'dt.
0 ™ Jo

Integrando por partes la expresién

.
/ the~tdt = —e H"
0

T T
+ / ot® e ldt,
0 Jo

por lo que

T

I(z+1)= lim

0

Notando que

T

t"e 't = x lim [ " le7ldt = 2T (z).

0



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

158
') = / e 'dt = lim e ldt =1,
0

T—00 0

se sigue que

y por lo tanto

['(n+1) =n!, paratodo entero n > 0.

Hay algunos valores importantes de la funcién I'.

1 o0 o0
r (—) = / t2eldt = 2/ e du = Nz
2 0 0

ya que se sabe que

De aqui
3 1 1 1 5 3 3 31

Notemos ahora que si en la definicién de la funciéon I hacemos el cambio t = s,
entonces

de donde para x > 0,
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1
En particular, si z = 3 se tiene

co-do(E) -5

Finalmente aunque la funcion I' la definimos solamente para = > 0, la pode-
mos extender a valores de x que no sean enteros negativos o cero, de la manera
siguiente. Para z € (—1,0) definimos

D) = Y,

xz

donde el lado derecho esta bien definido. Por esta misma férmula definimos a
continuacién I'(x) para x € (=2, —1), y asi sucesivamente para cada intervalo de
la forma (—n — 1, —n), con n entero no negativo. En la Figura 10 se muestra el
grafico de la funcién T'.

||r—r‘J| T T T T T T T T T 1T T 1T
-6 -5 — 2 149 1 2 3 4 5 6

~

124

+16-

120~

FiGurA 10. Funcion Gama

4.9. Ejercicios Resueltos.
s2+1

Ejercicio 4.1. Calcule f(t) si F(s) = B 0s _8s
s3 — 252 — 8s
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Solucién:

Por fracciones parciales resulta:

Fls) = ss+1 P41 A, B C
° Cs(s2—25—8) s(s—4)(s+2) s s—4 s+2
2 _ 2 2 _
F(s):A(S 25 — 8) + B(s” 4+ 2s) + C(s* — 4s)

s(s —4)(s+2)

= S(A+B+C)+s(-24+2B—-4C) -84 =5 +1

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
(1) —-84=1

(2) A-B+20=0

(3) A+B+C=1

Cuya solucién es:

1 17 5
A == —— = — f— —_—.
8 24 ¢ 12
Entonces:
1 17 5

Fo) =Gt as—o " e+

Aplicando transformada inversa de Laplace:

1 1 17 1 5 1
)= —-EL1{= — 1! — 1!
1) 8 {s}+24 {3—4}+1z {3+2}

f(t) = (—1 + 17 + Ee‘%) Ul(t).

8§ 24 12

Ejercicio 4.2. Calcule las siguientes transformadas inversas de Laplace:

S

W g ) A
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®) L { (5 — 1)?§2++325 +5) } |

(a) Por fracciones parciales:

As+B  Cs+D _ (As+ B)(s>+b%) + (Cs + D)(s* + a?)

Fo) = oray Y o — (2 1 @) (s 1 %)

(1) A+C=0
(2) Ash*+Csa®>=s & AP¥+Ca®>=1
(3) Bs*+ Ds*=0

(4) BV + Da*>=0

1 1

S S

L_l{(§—+a%(§—%W)}__L_l{(@-w0@2+wﬂ)}+[rl{(a2—b?i§‘%w)}

e e o e R (e S U ()

finalmente

S

B = ! cos(a ; coS _
g {(82 +a?)(s% + 62)} T2 —a?) (at) + (@ — ) (bt)

(b) Por fracciones parciales:

5s+3 A Bs+C

G-1(2+2545) (s—1) (£+25+5)

= A(s* +25+5)+ (Bs+ O)(s — 1) = bs + 3,
(1) A+B=0

2) 2A-B+C=5
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(3) HA—C=3.

al reemplazar:

oL 2es a1 2 s
s—1 s242s+5[ s—1 s24254+5 s2+2s54+5

P O N 2 _ st1-1
B s—1 (s+1)2422 (s+1)2422

Y G 2 s+l 1 2
B s—1 (s+1)2422 (s+1)2422  2(s+1)24 22

1 3
=e' + e "sin(2t) — e cos(2t) + §e_t sin(2t) = e' + §e_t sin(2t) — e~ cos(2t).

Ejercicio 4.3. Sea H(t) una funcion igual a t cuando 0 < t < 4 e igual a 5
cuando t > 4. Obtenga L{H(t)} por definicion y usando escalon unitario.

Solucion:

(1) Aplicando la definicién de transformada de Laplace:

00 4 00
L{H)} = /0 H(t)e ®'dt = /O te "' dt + /4 Se *tdt

fte_Stdt — _te;St 4 f e;St dt = _te;St o 6;2“
u=1t= du=dt dv:e*Stdtﬁv:—e;ﬁ
L{H(t)} = et ey’ Y c + S
n s s ), s/, 82 S 52

(2) Usando escalén unitario:

H(t) = tU(t) — (t — 5)U(t — 4) + U(t — 4)

1 6745 6745

H(s)=L{H®)}=L{tU®)}-L{{t—-4)U(t - 4)}+L{U(t—-4)} = =+

52

S S
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Ejercicio 4.4. (i) Calcule las transformadas inversas de Laplace en los sigu-
1entes casos:

(a) L*{?:%j%}.
o )

(i)  Calcule las siguientes transformadas de Laplace:
(a) L{ecos(3t)}.
(b) L{t*cos?(t)}.

Solucion:

1 A B 1 1
L't =L = AL BL™
{32+s—20} {S+5+8—4} {s+5}+ {3—4}

1 1 1 1 1 1
:__'Lfl _Lfl — _ . —5t LAt
9 {5+5}+9 {5—4} 9 ¢ Tge

s—1 A B Cs+D
A G G
{32(52—1—1)} {S+82+ 32+1}

1 1 S S
-1)*+ -1) = -1 -1
AL {S}JrBL {82}+OL {82+1}+DL {SQH}

=1—t— cos(t) + sin(t)
A=1, B=-1, C=-1, D=1.

(i) (a)
Por trigonometria

B cos2x + 1

cos?(z) 5

— L{e'cos(3t)} = L {et(COSGt + 1)%} = % (L{e'cos6t} + L{e'})

t —1 s 1 :
L{e'cos(3t)} = B) ((5_1)2+36 " 5—1)
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L{t’cos’(t)} = L {tQ(COSQt - 1)%} _1 (L{t?cos2t} + L{t*})
1

2
_1 (_12)d_2 s Y, 2 \_l(4d §+4-25 L2
2 ds? \ s> +4 s3) 2 \ds \ (s2+4)2 3
2

d
1 =2s(s* +4)° —4s(s* +4)(4 — 5%) N _ —s(s*+44+8—25) N 1
2 (82 +4)* s$3) (s2+4)3 53
2
5 o (58 -12) 1
L{t“cos*(t)} = sm + 3

Ejercicio 4.5. Ocupando transformada de Laplace resuelva la siguiente ecuacion

diferencial:
" +kPr=f(t), k>0, x0)=2(0)=0
f&)y=>_U(t—i).
i=0
Solucién:

Se asume que la transformada de Laplace de la Serie es la Serie de las transfor-
madas de Laplace:

L@} =1 {Z Ut - i)} -y 6;5 _ éz ()’
=0 i=0 i=0
Recordando la suma geométrica:
Sr=a’+a' +a®>+...+a"
aSr=d'+ad®+d*+... +a"!
luego
_ ol 00 ot
S e = i L
= L0} =
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Ahora se aplica transformada de Laplace a la ecuacion diferencial
L{a"} + FL{z} = L{f (1)}

sea X(s) = E{z(t)}, luego
s*°X(s) — s2(0) — 2/(0) + k*X (s) = ;

1 1
) = ErEs I e T R @ T R)s( )

Se conocen las transformadas de Laplace:

) =f(t)=§oo:U(t—i)

Ahora se aplica el teorema de Convolucion:

L{F(s) }—/f g(t — 7)d

:%/ZO ™~ i) sin( (t_T))dT:%;/O U(r —i)sin(k(t — 7))dr

_ i([m t—r))dr) t—z_kli 1+ cos(k(t — i) U(t — i)

1=0

?vl»—

:kiz —1+cos(k(t —1)))U(t —1).

Ejercicio 4.6. Usando transformada de Laplace resuelva el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

7 =21 — 2y + €' cos(t)
Ty =21 + 13 + e sin(t)

21(0)=0  25(0)=0
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Solucién:

Se aplica transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Sea X (s) = L{z1(t)} y
Xs(s) = L{xs(t)}. Entonces se cumple:

$X1(5) — 71(0) = Xa(5) — Xo(s) 4+ — 51

(s—1)2+1
1
SXQ(S) - $2(O) = Xl(s) + X2(S) + (8 _ 1)2 +1

Aplicando las condiciones iniciales y escribiendo el problema como un sistema de
ecuaciones algebraicas resulta:

(a2

~—

s—1)211
Bt R e vl Rt Rl B v e vl RV
Entonces:
%ile) = (((;—_11))22;11)2’ 2(8) = ((32—(81)_2 1+) )2

Ahora se calculan las transformadas inversas:

zi(t) =17 { (((58:11))224:11)2} =L {(jJr—_ll)Q} =L {@}

r1(t) = et { ) } = e't cos(t).

Lo mismo para z(t)

) = g = ey @

1o(t) = et { € 1+ 1)} = e'tsin(t).

Finalmente la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales es:



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

167

z1(t) e't cos(t)

x(t) = [@(t)} = {ettsin(zﬁ)}

Ejercicio 4.7. Resuelva el siguiente sistema con condiciones iniciales.

e[ g

X(0)=0

Solucidn:

Se aplica transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Sea X;(s) = L{z1(t)} y
Xo(s) = L{xs(t)}. Entonces se cumple:

1 1
sX1(s) — 21(0) = wXy(s) + e + —e 5 — —e7Is
s s

sXs(s) — x2(0) = —wX;(s)

Aplicando las condiciones iniciales y escribiendo el problema como un sistema de
ecuaciones algebraicas resulta:

D1 B R
0] L[ e o] [t e

Xa(s) s2 4+ w2 S 0
|:X1(S):| B se~ws & ewas _ ef?m)s :|

w
Xo(s) ] 82+ w? {—we‘“s + (e — e7s)

Entonces:

—ws 6—2ws _ e—3ws

Xi(s) =

+
52 4+ w? 52 4+ w?
— e ws w(e—Qws _ e—SOJS)

2+ w? s(s? + w?)

XQ(S) =

L~ {—} =U(t—w)f(t—w)=U(t —w)cos(w(t —w))

S
2 4 w?

F(s) = — f(t) = coswt
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L—l {W(G—Zu}s o e—BwS)} 1

(52 + w?) w

= L[t~ 2w)sin(ult — 2)) — Ult — 30) sinw(t — 30))]

B {ﬂ} — Ut — w)sin(w(t — w))

52 + w?

2 2 2
Ll{%}:Ll{é+BS+C}:L1{As + Aw? + Bs +Cs}
S

52 4+ w? s 824 w? s(s? 4+ w?)

C—0——A-t L AtB_o—p=_1
w w

Lt {i - EL} L lcoscut = f(t)

ws w84+ w? W w

- {w(e‘m - 6_3“)}  U(t—2w) F L coswlt - zw)} —U(t—3w) F — L os(uit - 3w))}

(s(s? +w?)) woow woow

Finalmente las soluciones son:

o(t) = U(t—w) cos(w(t—w))% [U(t = 2w) sin(w(t — 2w)) — U(t — 3w) sin(w(t — 3w))]
y(t) = -U(t—w) sin(w(t—w))+£ [U(t = 2w)(1 = cos(w(t — 2w)) — U(t — 3w)(L — cos(w(t — 3w)))] .
Ejercicio 4.8. (i) Dibuje la funcién e(t)dada por:

et)=t—j ,para j<t<j+1, je{0}UN

Demuestre que su transformada de Laplace es dada por:

1 1+ e s
s\s e*$—1

(i) Considere ahora el circuito electrico RLC' en serie

El voltage v(t) en el condensador C satisface la ecuacion diferencial

d>v  RCdv 1 e(t)

et T e TI' T
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Calcule el voltaje v(t) por el condensador de la corrientei(t) = C2(t), si la entrada
de voltaje e(t) esta dado por la funcion de la parte (i), y las condiciones iniciales
son v(0) = vy, i(0) = g

Las constantes quedan dadas por LC' =1, RC = 2.

Solucion:

(1)
Vi) =t U@t —1) Ut —2)— ...~ Ut —i) — ...

[e.9]

Vit) =t =Y Ut —1)

L{Vit)} = L{t} - L {Z Ut - i)}

LCV" + RCV' +v = v;
V20 +v=u\L
sV (s) — sv(0) — v'(0) + 25V (s) — 20(0) + V(s) = Vi(s)
Uy vo + v'(0) vi(s)
Vis) = s+1 (s+1)2  (s+1)?
1

U/(O) = 520

Lt L —e! : Lt L =e it
s+1 ’ (s +1)2

L‘l{ Y } _ /OtVZ-(T)e_(t_T)(t — P)dr = Va(t)

1 t
= v(t) = voe ' + (vo + b io) te™t + / Vi(r)e (¢t — 1)dr
0

/

-~

1
= v(t) = voe " + (vo a5 z'o) te™" + Va(t)
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dv
i(t)=C- pr
d
i(t) =ig-e " — (C-vp+ig)te” +d_‘f

%——( ( Ve 6dT—/V erT»
%:e—t(—t/o ‘/z()TdT—i—/o(l—T )

t
i(t):io-e_t—(C-vo—l—io)te_t—l—e_t(/(1—7‘ T—t/V, Tdr)
0 0

Otra forma:

o0

1
L)} = 5 — = > ()

-1 Vi(s) | 1 1 - —si

L {(5+1)2}_L {s2<s+1)2_<s+1>2;e }
L2 2 - 1 s
L {T+?+(s+1) z;( _(s+1)2>€ }

= (2+t+2e " +te ) =Y (1—e ) —(t—i)e ") Ut — i)

=1

v(t) = —2+t+(24vp)e '+ <1 + vy + %) te‘t—z (1- et (¢ — Z')e—(t—i)) U(t—i)
i=1

’l(t) =C + (ZO — 2C)€7t — (C + UQC + io)t@it

o0

_Z [(t =) Ut — i)+ (1+ (t+1—)e 5t — )]
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Ejercicio 4.9.  Encuentre la transformada inversa de las siguientes funciones:
+1)?
b
“ {<s + 2)4}
s2+1
b) L7111
e (50)

o {2

s2+4

Suponga que f(t) = L7 (F(s)).

Solucion:

(a) Fracciones Parciales :

(s+12 A B C D

G420 s+2 (5122 12P  (ton

A(s+2P 4+ B(s+2)?+C(s+2) +D=5>+2s+1
A(s* +65* +125+8) + B(s* +4s+4) + C(s +2)+ D =s*+2s+ 1
A=0—B=1—C=-2—D=1

i - e - e o (e

672t 6721‘/
=te -2 —— 1P
‘ 2 6

gt

L' {m (iz—ii) } =L ' {In(s*+1)} = L7 {In(s*+4)}
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L(f(t))=F(s)={ln(s°+1)} L(g(t)) = G(s) = {In (s> +4)}

dF(s)  2s dG(s)  2s
ds — s2+1 ds — s2+4
— 2L {F'(s)} = 2cost — 2071 {G'(s)} = 2cos 2t
Ademas que:
2s _1
—LA{tf(s)} = /L)

s2+1
2
—tf(t) =2cost = f(t)= — cost

2s

—LA{tg(s)} = 211

/L0

ft) = —gcos 2t

s +1
= L~
{ (32+4

} 2 [cos(2t) — cos(t)]

)
{M}

Por teorema de convolucién

L—l{j2+4} /ft— ) cos 26453

Ejercicio 4.10.  Usando transformada de Laplace resuelva los siguientes prob-
lemas.

(i) Encuentre la solucion de:

dy L

que satisface y(0) =y'(0) =0 , y(L)=y"(L)=0.
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Aqui E,I,wq son constantes positivas y L > 0.
(ii) Encuentre la solucion de:

y' =Ty +6y =€+t —107)+ (t — 20m)
y(0) =y'(0) =0

(1)
EI%:% {1— ( —g)] /L()

EIL(y™) = woL(1) — wolL ( <x — £)>
Sea F(s) = L(y(x))

L
wo e 2°

EI [s*F(s) = s°y(0) — sy/(0) — sy"(0) — y"(0)] = o

Sea y"(0) = C} y"(0) = Cy

4 _ _ _ Wo [y _ -Ls
s*F(s) — sCy — Oy s [1 e ]
s'F(s) = wo (L= +sCy + Oy
EI |s S
wo 1 e 2° (@ Cy 1
Fo=grlg- = |tats /L0
w 1 e s 1
0 -1 -1 -1
1
-1
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wp [L4 L L I
N=0= — | — — - —
Y =0=7 {24 621 Ty TO

wWo L2 L2 CQL
{12 a 16-12] Ot

T EI

o= (2 k(o= 2 v (o2 o (- 5) s ()

72
+Chix + 02?

wo (L2 1 L\’
"Ly=2 (= -~ |i2(=
yi(L) E[<2 24[ (2)

Tomando en cuenta que:

>—|—01+C’2L:0

Se comportan igual:
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3
:>—ﬂL2+Ol+CgL:O

SEI
5&)0 2 L
=27 — =
:>64EI +C1+C23 0
19w0 2 2 .
o, 9T wo _ 9 Woo
>7 18 EIT ' T 128EIT
4 L)?2
wy | (1‘—5) L 9 5 9 19 3
= Sl el S PAR O I i Iy S )
Y@ =g lsa T <x 2 ) a5 T 256"

y' — Ty + 6y =¢ +0(t —107) + §(t — 207) /L
L(y") = TL(y") + 6L(y) = L(¢') + L (6(t — 10m)) + L (6(t — 207))

Sea F(s) = L(y)

1
s2F(s) + sy(0) +1/(0) — 7sF(s) — Ty(0) + 6 F(s) = o 4 e 10ms g 20ms
1 —107s —207s
F(s)(s—l)(s—G):S_l—l—e +e
1 6710775 67207rs
F(s) = Lt
=G0 T G-ne-0 e-ne—e 'V
Fracciones Parciales :
1 A N B N C

(s—1)2(s—6) s—1 (s—1)2 s—6

A(s* +T75+6)+ B(s—6) +C(s* =25+ 1) =1
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A+C=0 — A=-C
-TA+B—-2C =0 — 5A =B
6A—6B+C=1 — 6A—-30A—-—A=1
1 1 1
- B—=_— -
2% 5 0755
1 1 1 1 1 1 1
L7t = ——! - — L7t
s—1)%(s — s — 5 s+ 5 S —
~ {< 2 6>} 25 {< 1>} {< 1)2}+2 { 6}
1
ottt 6t
256 5te—|—256
Fracciones Parciales :
1 A B
= -
(s—1)(s—6) s—1 s—6
1
A:———>B:1
5 5
1 1 1 1 1
L—l :__L—l +—L_1
(s—1)(s—6) 5 s—1 5 s—6
1
:__et_l_geﬁ‘t

L—l 6—107rs _ _lL—l 6—107rs N lL—l 6—107rs
(s—1)(s—6) 5 s—1 5 s—6

1

5

1
= ——U(t — 10m)e" 1" + ~U(t — 107)et=10m)

5

—207s

L—l e—207rs _ _lL—l 6—207rs N lL—l e
(s—1)(s—6) 5 s—1 5 s—6
1
5

(66(t—107r) . et_10”)+%U(t—207r) (eﬁ(t—207r) . 6t‘—207r)

11 1 1
ty=e' | ——t — — | +=—=e""+-U(t-10
y(t) 6( )+256 +z (t—10m)
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Ejercicio 4.11.

Resuelva por medio de la transformada de Laplace el siguiente
problema con condicion:

Yy — 4y +3y=1-U{t—-2)-U({t—4)+U(t —6)
y(0)=0 , ¥'(0)=0

Solucion:

v — 4y +3y=1-U@t—-2)—-U{t—4)+U(t —6)

/L()
L(y") = 4L(y") + 3L(y) = L(1) = L(U(t — 2)) = L(U(t — 4)) + L(U(t — 6))

Sea F(s) = L(y)

$F(s) — sy(0) — y/(0) + A(sF(s) — y(0)) + 3F(s) = - 6:5 _ 6;45 N e;ﬁs

F(s)[s*+4s+3] = é [1—e™ —e® +e]

Calculemos
1 {1 . 1 . 1 }
s (s+3) (s+1)
1 1 1
AL = BL'{— cL!
{5}+ {<s+3>}+ {<s+1>}
A+ Be 3+ Cet
A(s+3)(s+ 1)+ Bs(s+1)+Cs(s+3) =1
1 1
A= 3 — B=- —(C= —5
f(t) =
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Lo e~ _ 1 4 1673(15—4) _ 167(1%4) U(t — 4)
s(s+3)(s+1) 3 6 2

= L' <" _ L Lsee _Loeo U(t — 6)
s(s+3)(s+1) 3 6 2 '

Ejercicio 4.12.  Resuelva la siguiente edo:

y' + 4y +13y = 0(z — 7) + 6(z — 3m)
y(0)=1 , ¥'(0)=0.

Solucién:
s*Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + 4(sY (s) — y(0)) + 13Y (s) = e ™ + & °"*

(s +2)
(s4+2)2+9

3 1 3
_|__.

¥le) = Groreo 3 e

2 —TS —OoTS
5. e +63)

y(t) = e * cos 3t—|—§e2t sin 3t+% (Ut —m)e 2™ sin(3(t — 7)) + U(t — 3m) sin(3(t — 37)))

Ejercicio 4.13. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales:

dr

= =a-m(t) =b-r(t) + b- (1)
dh
E:c-r(t)—d'h(t)
Z_T:e.q(t)—e-m(t)
dg

— —foqt)+ gt
o = a9t
a, b, c, d, e, y f son constantes positivas.

H{(s)
G(s)’

(a) Encuentre la funcion de transferencia W (s) =

(Observacion: las condiciones iniciales son cero).

(b) Sise aplica g(t) = 4U(t), obtenga una salida del sistema h(t).
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Para la parte (b)) usea=b=c=d=e= f=1.

Solucidn:

(a) Se aplica transformada de Laplace a todas las ecuaciones del sistema, y se
busca despejar H(s) en funcién de G(s), haciendo todas las condiciones iniciales
nulas por tratarse de una funcion de transferencia.

(8)
H(s)

a ()—bR()+bH()
cR(s) —dH(s)

M(s) = ()—€M($)
(3) —fQ(s) + fG(s)
W = Q-1
_eQ(s) e f-G(s)
®) = M(S)_s+6_(s—|—e)(s—|—f)'
(1) = R(s) = a-e-f-G(s) bH(s)

(s+b)(s+e)(s+f) s+b
Entonces la funcién de transferencia es:

H(s) a-e-f-c

G(s)  (s+e)(s+(s+d)(s+Db)—c-b)

(b) Se tiene que:

e G(s) B 1 A B C D E
o) = G2+ G 612" 6D G i i) s 5
H(S): 4 + 4 1 -5 2

sFl GFIE sr2 s T w
h(t) =4(1 +t)e" + e 2 42t — 5.

Ejercicio 4.14.  Encuentre la solucion del problema con condiciones iniciales
nulas (0) = 0, 2/(0) = 0.
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Vit — kS (cys (- Y.

(n—l)7r nﬂ]
kK 7k

A continuacion, encontrar la solucion sit € [— BE,

Solucién:

= x(t) = Z sin(kt — nm)

Ejercicio 4.15.  Considere la ecuacion diferencial:

ay +y="0b-f(t—c)
y(0) =0
a>0 ,b>0 ,c>0 ,c<1 constantes

(a) Sea f(t) =0(t) la funcion delta de Dirac. Encuentre y(t) y grafique.

(b) Sea f(t)=>"7",0(t —1i). Encuentre y(t) y grafique.

(¢) Para la solucion de la parte (b) evalie y(N + ¢) con N € N. Indique las
condiciones necesarias para que y(N + ¢) converja cuando N — oo, y demuestre
que cuando converje:

N—oo ea — 1

1
1imy(N+c):b(1+ 7 )

(d) Sea f(t) =U(t) el escalon unitario. Encuentre y(t) y bosqueje.
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(e) Sea f(t)=> 7, U(t —i). Encuentre y(t) y bosqueje.

Solucién:
b —CS
© _F(s).

(a) ay +y=0-f(t—c)

be=¢s be—es b 1
_ — — =5 (t=0) —
Y (s) 51 5_|_l:>y(t) i Ut —c)
pues
1 1
L l{é 1}—9 e it:>L_1{é i 6_65}:—-e_i(t_C)U(t—c).
a s+ a s+ a
(b) f(t) =2 "Z00(t —i) = F(s) = Y Zge™
b e (it0) = b 1
Y _ £ = Z o (t—i-c) | b —i—
W=D T S =2 Ut i~

y(N +c) =
=0 i=0
(N+1) N 1
b N [l—e a b € a —ea
N —-—— " | - | == = "
y( +C) a ‘ ( 1—exn ) a ( 1—exa )
b (limy_o(ea)N —ex) b ea
lim y(N +¢) = —- fmy oo (e 1) “l1=2. 16 e <1
N—oo a 1—ea a ea—1
1
——<0=a>0
a

Dado que a > 0 = siempre converje.

(d)
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s(as + 1) s (as+1

A A A+ B
v VAL b L fAast AR BSL s
s(as + 1) s as+1 s(as + 1)

(A + geit> U(t) = y(t) = b (1 - e*%@*c)) U(t)

F(s):l, f(t>:U(t), jY(S):ﬂ:<é._ab ))ecs

f(t) = iU(t—z’) = F(s) = i% s
=0 i=0
P . p—(cti)s 0o ) .
= Y(s) = [?9(:;—+1> =y(t) = Zb (1 — e*g(t—c—z)> Ut —c—1i).
=0 i=0

Ejercicio 4.16.  La funcion de transferencia que caracteriza a un motor de

corriente continua y que relaciona la frecuencia que gira el motor y(t) y el voltaje
de armadura v(t) viene dada por:

Y (s) k
V(s)  (Ra+ Las)(Js+b) + k2

y(0) =y (0)=0 , k=1i;G

if es la corriente de campo constante caracteristica del motor,J es la inercia del

motor,b es el coeficiente de friccion viscosa y R,, L, resistencia e inductancia de
armadura respectivamente.

Calcular y(t) ocupando el teorema de convolucion.

Solucidn:
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k
H(S) _ Y(S) _ k’ _ JL,
V(s)  JLus? + (JRy +bLy)s +sRy + k2 2 4 (g_z 4 %) s b]%}llik?
ok b (B, Y1 bR, + k?
““gL. 0 "7 \L.,"T7)2 0 T L,
Y
H(s) — (s) B a a

V(s) T 242stc (s +b)2+c—b?

Caso 3:c— b= —w? <0

0= e = e - o o
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Ejercicio 4.17. Sea f(t) una funcion continua a tramos y de orden exponencial.
Si F'(s) es la transformada de Laplace de f(t), demuestre las propiedades del valor
wmictal y final:

lim sF(s) = tlim f(t).

s—0

lim sF(s) = f(0).

§—00

Solucidn:

Se sabe que la transformada de una derivada cumple la siguiente propiedad:

L(f'(t)) = sF(s) = f(0)

Tomando limite cuando s — oo

lim £ (f/(t)) = lim (sF(s) - £(0))

S§—00 S§—00

El lado izquierdo de la igualdad tiende a cero por ser la tranformada de una
funcion. De aqui se concluye. Ahora la propiedad del valor final:

o0

lim (sF'(s) — f(0)) = lim e fldt = /OO fldt = lim f(t) — £(0)
0 t—o0

5—0 5—0 0

Entonces limg g sF(s) = limy ., f(¢).
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4.10. Ejercicios Planteados.

Propuesto 4.1. Sea f : [0,00) — R funcion continua a trozos y de orden expo-
nencial. Demuestre que si F'(s) denota la transformada de Laplace de f, entonces:

lim F(s) =0

§—00

Propuesto 4.2. Sea f : (0,00) — R continua en (0,00) y de orden exponencial
y tal que

lim f(t) = 4+o00

t—0t

(a) Silimy g+ t*f(t) =1, a € (0,1), demuestre que la transformada de laplace
de la funcion existe.

(b) La transformada de Laplace de la funcion t2 cosh(t) tiene la forma

I:h(s)\/s—i— (s2—1)

Encuentre h(s) y de aqui la expresion final de la transformada.

Propuesto 4.3. (a) Considere el problema con valores iniciales:

422 +x = Z(Sm(t) ; z(0) =2'(0) =0
n=0

Determine la solucion usando transformada de Laplace, para esto suponga que la
transformada de la serie es la serie de las transformadas y similarmente para la
transformada inversa.

(b) Si te [jm (j+ ] demuestre que x(t) = e *(ta; + B;), para ciertas
constantes o, y 3.

Solucién:
() 2(t) = L~ {X(s)} = X2, U(t — nm)ft — narle=-rm).

(b) g = Y20 e, By =320 _ e

Propuesto 4.4. Encuentre las siguientes transformadas de Laplace:
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(a) L{e*(t—1)%}
(b) L{e'U(t—5)}
(c) L{te 3'cos(3t)}

(en (b) U es la funcion Escalon Unitario).

Solucién:

2 2 1
S P R P R s

(s+2)2-9

© Gy

Propuesto 4.5.  Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales:

o = [_“b 2] v+ [ g(gt__b‘;)] a.be R
£(0) =0

Solucién:
2(t) = U(t—b)e* = sin(b(t—b))+U(t—a) (%ea(t_“) sin(b(t —a)) — a {A + %e“(t_a) sin(b(t — a))})

y(t) = =bU(t—a) {A + %ea(t’“) sin(b(t — a))} +U(t—0) {e“(t*b) cos(b(t — b))}

Propuesto 4.6.  Usando transformada de Laplace encuentre la solucion de la
ecuacion integral:

t
y(t) = cost + / eyt — s)ds

y(t) = cos(t) + sin(t).
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Propuesto 4.7.  Calcule la transformada de Laplace de la onda cuadrada:

() = 1 st 2n <t <2n+1, neN
wir) = -1 s 2n+1<t<2n+2, n € N.

Solucidn:

1 S
L — ~tanh (3).
{w(x)} S tanh {5
Propuesto 4.8. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

¥ —2y=29(t—1)
Yy —8x =4(t—2)

Solucion:

() = %cosh At —2)U(t—2) + ésinh4(t U —1)
y(t) = cosh4(t — 2)U(t — 2) +sinh4(t — 1)U(t — 1)
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5. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

5.1. Introduccion. Comencemos considerando la ecuacién escalar de orden n

an(B)y™ + -+ a )y + ao(t)y = g(t), (5.1)

con las condiciones iniciales

y(to) = di, Y (to) = do, -+ ,y" V(ty) = d,, (5.2)

donde suponemos que ty € I, I C R es un intervalo y las funciones coeficientes
a;(t),1=0,---,n,y g(t), t €I, son continuas, con a,(t) # 0 para todo t € I.

Mostraremos que este problema se puede escribir equivalentemente como un
sistema de ecuaciones diferenciales con condicion inicial. Definamos

Ty =Y, T2 :y/f" y T :y(n_l)'

Obtenemos entonces el siguiente sistema de n — 1 ecuaciones

, —_—
/ JR—
Ty 1 = T
Como tenemos n incognitas z1,--- ,x, y n — 1 ecuaciones nos falta una ecuacién

que se obtiene de la siguiente manera. De (5.1) dividiendo por a,, y reemplazando
las definiciones anteriores nos queda

g9(t)
an(t) ’

x, =bi(t)xy + - + by (t)z, +

donde



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

189
St
ity = -2
an(t)
Estas n ecuaciones se pueden escribir como el sistema matricial
o' = A(t)z + f(1),
donde
T 0
z=1:11, flH)= () (5.3)
g(t
Ln an(t)
y
0 1 0 0
0 0 1 0
A(t) = 0 (5.4)

o 0 0 0
(1) blt) bat) - b,

— =
~
~—

De las condiciones iniciales (5.2) se tiene que

y(to) = dy = 21(to), - ,y" V(to) = dn = z(to)-

De esta forma el problema con condiciones iniciales (5.1)-(5.2) se transforma en
el sistema con condiciones iniciales

= A(t)x + f(t) x(to) =d = [dy---dy)". (5.5)

Si ahora partimos del sistema (5.5) donde A(t) y f(¢) son como en (5.4), (5.3),
entonces uno puede demostrar que si z(¢) es una solucién y hacemos y(t) = z(t)
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entonces y(t) es solucién de la ecuacién escalar

y™ — b, (H)y" Y — .. — bi(t)y =

En efecto, se satisface que

Y A S A _ n—1 !/ n
To=T1 =Y, T3 =Ty =Y, 7xn_y( )7 5’3n—y()

De aqui se consigue facilmente que y(t) satisface la ecuacion escalar (5.1) y las
condiciones iniciales (5.2).

En forma més general consideremos la ecuacion diferencial lineal vectorial de
primer orden,

= A(t)x + f(t) (5.6)
donde ahora
ai(t) - ap(t) fi(t)
A)=| + ... y f=1{ 1 |. (5.7)
Qn1 (t) s ann(t) fn(t)

Supondremos de ahora en adelante:

(Hs) las funciones A : I — M y f I — M"Y son continuas en un intervalo
I C R. Fquivalentemente las funciones a;; : [ — R, y fi : I — R, 7,5 =1,---,n
son continuas en I.

Decimos que esta ecuacién es homogenea si f(t) = 0 y no homogenea en caso
contrario. De esta forma la ecuacién homogenea correspondiente a (5.6) es

Un caso particular de estos sistemas es cuando la matriz A(t) es de coeficientes
constantes, este caso se estudiara con bastante detalle en este curso.

Para motivar los resultados de esta seccién vamos a comenzar con un ejemplo.
Sea
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donde

A:B ﬂ

Imitando el caso escalar visto anteriormente vamos a suponer soluciones de la
forma z(t) = Ke*. Reemplazando en la ecuacién se obtiene que el vector K y A
deben satisfacer

(A= A)K =0,

para tener soluciones de esta forma. Es decir A debe ser valor propio y K vector
propio de la matriz A. Calculando el polinomio caracteristico, se tiene

det(A—A)=2-N(1-X)—6=)\—3\—4,

de donde det(A — AI) = 0 nos da como raices \; = 4, y Ay = —1. Evaluando los
correspondientes vectores propios se tiene, para Ay

_[—2K, + 3K, [0
A - 4K = [2K1—3K2] B [0]
donde
_ | K
o= &)

Se obtiene K, = %Kl por lo que
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Normalizando tal que K7 = 1 se obtiene el vector propio (que genera un subespacio
propio de dimensién uno)

%

I
—
WIN =
|

De esta manera hemos encontrado las dos soluciones del sistema,

ot(t) = K'e* vy 2*(t) = K%'

Es inmediato que la expresion

z(t) = c1ot (t) + cer®(t) = 1 K'e® 4 cp K2e ™,

donde ¢; y ¢p son constantes arbitrarias es también solucion del sistema. Veremos
méas tarde que la solucién general de este sistema se puede representar en esta
forma.

Notemos que z(t) se puede escribir como

2(t) = K th Ot} m : (5.8)

donde K es la matriz K = [K', K% = [ _1} cuyas columnas son los vectores

W =

propios de A. De aqui se tiene
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(1) = L o1][e 0[] [e* et ]]a
= 210 et e 2 —et] e

Para t = 0, se tiene

. 1’1(0) o 1 1 C1

0= 0] =2 4 o)
de donde
3
€1 = 5(901(0) + 2(0))
2 3
Cy = 55C1<O) — 5552(0),
que se puede escribir como

C1 _ % % 331(0)

Co 5 _?3 CCQ(O)
Por lo tanto

A I P et et ] [2 % x1(0)
-l Il <0
que nos da
Sett 4 2ot Bedt 3ot T2 (0)
x(t) = [g 4t ge—t §e4t+§e—t:| LQ(O)

Definiendo la matriz

3.4t 2 —t 3,4t 3 -t

At |ze + e te™ — ze
€ = {ge‘“ _ ge—t §e4t + %e—t:| (5 9)

podemos escribir la solucion como



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

194

z(t) = e*x(0).

La matriz (5.9), como la notacién lo sugiere, se llama la matriz exponencial de
tA. Notamos que €4 = I.

Notemos a continuacién que de algebra lineal se tiene que la matriz

e 400
A=K AIC_[O _1].

Hagamos a continuacién el cambio de variable

y=K 'z con y= [yl} :
Y2

De aqui que

x(t) = Ky(t), (5.10)

y reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene

y =K' =K1 Ax(t) = K AKy = Ay(t),
que nos da el sistema equivalente
/
vy =4y
Yo = —Yo.

Este es un sistema de dos ecuaciones escalares de primer orden (sistema esta
desacoplado) que resolvemos obteniendo

NS
(&)
—~
~
N—
|
<<
(V)
—~
(e
Q)
L
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Podemos entonces escribir

que nos da la solucién en las coordenadas y. Como antes la matriz exponencial de
tA es

et = [60 Ot} (5.11)

La ecuacion escrita en las coordenadas y, la llamaremos la representacion candnica
de la ecuacién. Consideremos su solucién (y1(t),y2(t)), eliminando t de y,(t) =
e''y1(0) e yo(t) = e ty2(0), tenemos que y; (), y2(t) satisfacen el lugar geométrico
1195 = C. Se deja como ejercicio dibujar estos lugares geométricos para distintas
condiciones iniciales de la solucion.

Vamos a generalizar el ejemplo considerando ahora la ecuaciéon mas general

= Az con A = [aijlnxn

una matriz de coeficientes reales. Basados en el ejemplo anterior vamos a inten-
tar soluciones de la forma z(t) = Ke*. Derivando se tiene, 2/(t) = AKeM, y
reemplazando en la ecuacion se observa que esta expresion sera solucién si

(A—ADK = 0.

Supongamos para continuar que det(A—AI) = 0 tiene n valores propios reales y
distintos, Ay, - - , A\, con correspondientes vectores propios K!,--- , K. Entonces

() = MK =1

’...,n

son n soluciones que afirmamos son linealmente independientes. En efecto, supon-
gamos que
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Z c;r'(t) =0 paratodo t€R.

Entonces para t = 0,

=1

Como K son vectores propios correspondientes a valores propios reales y distintos,

son linealmente independientes ( forman una base en R"). Asi necesariamente
c;=0parai=1,...,n.

Maés adelante vamos a ver que la solucién general de esta ecuacién tiene la forma

n

x(t) = Z cix' ()

=1

donde x!(t), ..., 2"(t) son n soluciones linealmente independientes y ¢;, i = 1, ...
constantes arbitrarias.

Ejemplo 5.1. Como aplicacion consideremos la ecuacion

= Ax
donde
—4 1 1
A=|[1 5 -1
0 1 -3

Para evaluar valores y vectores propios, formamos

de donde det(A — AI) = 0, nos da los valores propios Ay = —3, Ao = —4 y A3 = 5.
Evaluando los correspondientes vectores propios y normalizando, obtenemos
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1 10 1
K'=1|0|, K*’=|-1|, K*=|8
1 1 1
De esta manera las expresiones
1 10 1
ot(t) = |0f e, 2*°(t)= |-1|e ™ y 2@) = |8]¢™
1 1 1

son tres soluciones (linealmente independientes) de la ecuacion diferencial. De
aqui que la solucion general se puede representar como

1 10 1
w(t)=c |0 e +cy | =1 e +c3 |8 ™,
1 1 1

donde c1,co Yy c3 son constantes arbitrarias.

5.2. Propiedades generales de sistemas. Consideremos la ecuaciéon no ho-
mogenea

o = At)z + f(t), (5.12)

donde I es un intervalo real A : [ +— M™", f : [ s M™*! son funciones continuas.

Por una solucién a este problema entendemos una funcién = : [ — M"™*!,
de clase C', que satisface (5.12). En esta seccién daremos algunas propiedades
generales que satisfacen estas soluciones y para eso vamos primero a estudiar el
problema con condiciones iniciales,

¥ = A()z + f(t)
(CI) {l’(to) =C, to el

El teorema fundamental para este problema es el siguiente.

Teorema 5.1. El problema (CI) tiene una unica solucion definida en el intervalo
I
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Este teorema nos dice que hay existencia y unicidad de soluciones para el prob-
lema (CI). La demostracién del Teorema 5.1 serd consecuencia de dos lemas que
demostramos primero.

Lema 5.1 (Unicidad). El problema (CI) tiene a lo mds una solucion.

Demostracion. Supongamos que z(t), y(t) son dos soluciones del problema (C1) y
sea T € I tal que T > ty. (Si T < to la demostracién es similar). Sea Iy = [to, 7.
Entonces para t € Iy, integrando se tiene

o) =t /t:A<s>x<s>ds+ /t:f(S)ds,

y(t) = c+ /t:A(s)y(s)ds + /t t (s)ds.

Sea z(t) = z(t) — y(t), entonces z satisface

Tomando norma (euclideana),

| 2(t) |=| / As)2(s)ds | < / | A(s)z(s) | ds < / | As) || =(s) | ds.

Notando que la funcién s € I —| A(s) | es continua, podemos poner
my = m;}xx | A(s) | . Entonces para todo ¢ € Iy, se tiene
selr

t
201 i [ ]2(6) | ds
to
Sea r(t) = fti | z(s) | ds. Derivando, se obtiene

r'(t) =[ 2(t) [< mar (D),

que escribimos como
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r'(t) —myr(t) <0.

m

Multiplicando por e~™ obtenemos

Integrando fti nos da

e "Mr(t) < e ™r(tg) = 0,

que nos dice que r(t) = 0 para todo t € I, y por lo tanto |z(t)| = 0 o equivalen-
temente x(t) = y(t) para todo t € Ir, en particular se tiene z(7') = y(T'). Como
T € I es cualquiera se tiene el resultado. Ya que una demostracion similar vale
para el caso en que T' < tg, esto termina la demostracién del lema. 0

Lema 5.2. Para cualquier intervalo [o, 5] C I, tal que, ty € [, 5] el problema
(C1I) tiene una solucion (que es unica).

Demostracion. Empezamos notando que el problema (CT) tiene una solucién,
x(t), si y solo si

o(t) = c+ /t:A(s)x(s)ds + /t: f(s)ds.

En lo que sigue denotaremos I,3 = [o, 3]. Definamos una sucesién de funciones
{1} : Ing — M™1 k€ NU{0}, de la siguiente manera

¢o(t) =0 paratodo te€ I,a,

Gr+1 = ¢C —i—/ [A(s)pr(s) + f(s)]ds para todo t € I,s.

to

Es claro que estas funciones ¢, son continuas en [a, 3]. Definamos también la
sucesién de funciones {¢x} : I,5 — M™! k€ NU {0}, por
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Vi(t) = P (t) — or(t).

Sumando telescépicamente, se tiene que

D k(t) = dnga(t) — do(t)
de donde
S (t) =D Wu(t).
k=0

Asi se tiene que A}im dn+1(t) existe si y solo si ]\}im S ¥i(t) existe. Esto es, si
—00 —00

. o0 .
la serie > - 1y (t) es convergente para cada t. Vamos a mostrar que en realidad
la sucesién {¢y} converge uniformemente en I,z.

Se tiene
Po(t) = ¢1(?)
y para k € N,
Ui(t) = drr1(t) — on(t) = /t A(s)[¢r(s) — dr—1(s)]ds,
de donde

wlt) = [ A (),

to

para todo k € N. Sea ahora K = Ir%{ng} | A(s) | . Entonces
se€|a,

@ 1< | [ 1A o) ] < &

/t | ¢k_1(8) | dS .



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

201

De aqui, tenemos

| h(t) < K =K

/ [ o(s) | ds / [ 61(5) | ds

Como

o (t) =c+ /ttf(s)ds,

si hacemos T' = méax{f — to,to — @)} y M =| ¢ | + sup | f(s) | T, entonces
s€la,B]
| $1(t) |< M. Se sigue que

| u(t) € KMt —tof

para todo t € I, g, y por lo tanto

2|t —tof
() < MRAEIE

Continuamos por induccién. Asi suponemos que

Kt ;
[%i(t) |= M=t = to
y queremos probarlo para ¢ + 1. Se tiene

i+1

t K'L ]
()€ K ; d’<M—t—t o
i) < 1] [ (o) ds] < M~

que termina la induccion.

Recordemos en este punto que estamos estudiando limy_.. ¢n(t) y que este
existe si y solo si » .7 1;(t) es convergente. Vamos a ver que esta convergencia
es en realidad convergencia uniforme. Para [, m en N con [ > m, se tiene
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-1 -1 K '
6) = o) < 35 (O] < M 3 —rlt = tof. (5.13)

para todo t € I, 3. Como X7 = Z;io %TJ, es entonces claro que dado € > 0,

existe mgy > 0 tal que para todo [, m > mg, [ > m, se tiene que

- J

—t—tof <

' €
! M

M

1
J=m

Asi de (5.13),

[6u(t) = dm(t)] <,

que implica

sup [¢y(t) — om(t)] < e

tEIa)g

Esto nos dice que la sucesion {¢;} es de Cauchy en el espacio C(I, g, M" '), y
por lo tanto converge uniformemente en /, g a una funcién continua ¢.

Volvamos ahora a
t
Gry1(t) = c—i—/t [A(s)pr(s) + f(s)]ds

que escribimos como

t

Bt) + den () — B(t) = e+ / A(s)[én(s) — 6(s))ds + / [A(s)6(s) + f(s)]ds.

to to
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De aqui

| o(t) — ¢ - / A(s)o(s) + F()ds | <

to

< () = dra(t) | +

/t A(s)[0n(s) — b(s)]ds

< [o(t) = dra(t) | +

[ 160 - otoes|.

De la convergencia uniforme de la sucesién {¢;(t)} se tiene que el lado derecho de
esta desigualdad tiende a cero cuando k — oco. Por lo tanto tomando k£ — oo en
esta desigualdad se obtiene que

o(t) = c+ /t:A(s)gb(s)dS + /t:f(s)ds.

Derivando esta expresion se obtiene que la funcién ¢ satisface

()= A)p(t) + f(t), tE€ Lag,
P(to) = c

que es lo que queriamos. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 5.1.

Demostracion del Teorema 5.1. Sabemos de los dos lemas anteriores que para
cualquier intervalo de la forma [o, 3] C I, tal que ty € [«, 5], el problema (CT)
tiene una unica solucion. La demostracién del teorema consiste entonces en lo sigu-
iente: dado el intervalo [ fijamos un intervalo de la forma [a, ] C I y extendemos
la solucion correspondiente a este intervalo a todo el intervalo 1.

Para mostrar como se hace esta extensiéon vamos a considerar distintas situa-
ciones para I.

-Si I = [a,b], ty € I, fijamos a = a, b = 3 e inmediatamente tenemos el resultado.

-Si I = (a,b), con ty € I, —o0 < a, b < 0o, entonces definimos la sucesién de
intervalos {I;}, I; = [a + %,b — %], j € N. Es claro que I; C I y que existe un jy
tal que para todo j > jo, se tendra que ¢y € I; y que

1 1
_[: * [Cl—f—f,b——‘].
J

J=>Jo
J

Por los dos lemas anteriores el problema



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

204
{x’ = Alt)z + f(2) (514

tiene una tnica solucién z; (t) definida en el intervalo [; , tal que, z; (to) = c.
Consideremos a continuacién el problema (5.14) en el intervalo I ;1. Nuevamente
por los dos lemas anteriores este problema tiene una tinica solucién x; 11(t) defini-
da en I; 11, tal que, 7; 11(t) = c. Del Lemma 5.1 se tiene ademds que

zj, (t) = zj,11(t) para todo t € I

Asique z; 11 extiende x; al intervalo I; 1 D [ . De esta manera, por recurrencia,
si tenemos extendida en forma unica la solucién al problema 5.14 al intervalo
I;, 3 > jo entonces la podemos extender en forma unica al intervalo [;;; =
[a + jﬁ, b — Jﬁ], usando como antes los lemas anteriores. Asi el problema
5.14 tiene definida una solucién, z;(t), en cada intervalo I;, j > jo, y tal que
xj(t) = xj41(t), para todo t € I;.

Sea t € (a,b), vamos a asignar a este ¢ un unico vector x(t). Para t € (a,b) sea
leN, 1> jg,talquet € [; = [a+ %, b— %] y donde suponemos que [ es el minimo
de los j tales que t € I; = [a + %,b— %]

Definimos entonces x(t) = x;(t), donde z; es la solucién del problema (5.14) defini-
da en [;. Notando que x;(t) = x;(t) = x(t), para todo j > [, vemos que para cada
t € (a,b) podemos asignar un tunico vector x(t). Definimos de esta forma una
funcién x : (a,b) — M"™*! que por construcccién satisface el problema (5.14), para
cada t € (a,b). Ademds por Lema 5.1 esta solucién es tinica.

- Si ahora I = [a,b) o I = (a,b] tomamos respectivamente I = U;>;,[a,b — %] 0

I =Ujsjla+ %, b, y procedemos similarmente al caso anterior.

-Finalmente, si por ejemplo, I = [a, 00), tomamos una sucesién de conjuntos {/;}
de la forma I; = [a,b+ j], 7 € N. Se tiene [ = U32;, Ij donde como antes jo es
tal que o € I; , para todo j > j,, y procedemos igual que antes para extender la
solucion a todo 1.

Ya que en todos los casos la extensién de la solucién es unica se termina la
demostracion del teorema.

O
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Nos encaminamos a continuacion a estudiar varias propiedades de la ecuacién
homogenea

¥ = A(t)x, (5.15)

que van a juegar un papel fundamental en demostrar que el conjunto de sus
soluciones tiene una estructura de espacio vectorial con dimensién finita. Como
siempre suponemos que la funcién A esta definida en un intervalo I donde es

continua.

Lema 5.3 (Principio de superposicién). Si z'(t), i =1,--- , k, son k soluciones de
(5.15) entonces x(t) = Zle c;z'(t), es tambien solucion, donde c; son constantes
arbitrarias.

Demostracion. Se tiene

P(t) = al@) (t) =Y cAt)ri(t) = A) Z Gt (t) = A()z(t).

k k k
=1 =1 i=1

U

De este lema se tiene en particular que si () es una solucién de (5.15) entonces
cx(t) también lo es, para cualquier constante c.

Definicién 5.1. Decimos que las funciones x* : I — M™! ¢ = 1,--- k, son
linealmente dependientes en I si existen constantes ¢;, 1 =1,--- , k no toda nulas
tal que:

axt(t) + -+ ca®(t) =0, para todo t € 1.

Si el conjunto no es linealmente dependientes entonces decimos que es linealmente
independientes esto es la expresion

k
Zc,-a:i(t) =0, paratodo te€ I
i=1

implica que ¢; = 0,0 =1,--- k.

Y
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Definicién 5.2. El wronskiano W(x',--- x2™)(t) de las n funciones z' : I —
Mt =1,--- . n, es el siguiente determinante.

l‘n(t) cee (L’ln(t>
W (z!, L 2™)(t) = det[z'(t) - - 2'(t) - - 2"(t)] = det : ,
Tp1(t) o Tpn(t)
donde
z'(t) = : , tel

Lema 5.4. Sean z'(t), i = 1,--- ,n, n soluciones del sistema (5.15) definidas
en el intervalo 1. Estas soluciones son linealmente independientes, si y solo si, el
wronskiano

para todo t € 1.

Demostracién. Mostremos primero que si z'(t), i = 1,--- ,n, son n soluciones del
sistema (5.15) tales que W (z!, -+ 2™)(t) # 0 para todo ¢ € I entonces estas solu-
ciones son linealmente independientes en I. En efecto si ellas fueran linealmente de-
pendientes existirian constantes c¢q, - - - , ¢, no todas cero tal que Zle cir'(t) = 0,
para todo t € I. En particular, en ¢y € I fijo, se tiene Y . | ¢;z'(ty) = 0, que se
escribe en forma matricial como

r11(to) -+ T1a(to)] [
: : 0.
xnl(tO) e xnn(t()) Cn
Como el determinante de los coeficientes es W (z?!, -+, 2™)(tg) # 0,, la matriz es
invertible, entonces este sistema tiene la tnica solucion ¢; = ¢, = ---¢, = 0, que
es una contradiccion. Asi las solucién son linealmente independientes.
Ahora vamos a suponer que las n soluciones {z',--- 2"} son linealmente in-

dependientes en I y queremos probar que W (z?!, -+, 2™)(t) # 0 para todo t € I.
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Equivalentemente vamos a probar que si W(z!,--- 2™)(ty) = 0, algin ¢, € I,
entonces {x!,--- 2"} son linealmente dependientes en I.

Se tiene que W(z!, -+, 2")(ty) = 0 implica que existen constantes ci,--- , ¢,

no todas nulas tales que

z11(to) -+ wa(to)] [a
Tn1 (tO) o Ton (t()) Cn

Definamos

n

2(t) = Z cix'(t),

=1

entonces z es solucién del sistema (5.15) que en t = t, satisface

21 (to) n ' z11(to) -+ z(to)] [
2t)=| ¢ | = Zcixl(to) = S : | =0.

Zn (to) Tnl (to) s xnn(to) Cn

Esto implica que z es solucion del problema

2 =A(t)z, z(to) =0.

Del Teorema 5.1 se tiene entonces que z(t) = 0, para todo t € [I. Es decir
Sor cix'(to) = 0, donde no todas las constantes son nulas, por lo que las solucién
son linealmente dependientes en I, que es lo que queriamos probar. 0]

Notemos que en realidad hemos probado lo siguiente. Sean z!,--- , 2" n solu-

ciones de la ecuacién (5.15). Se tiene que W (z!,---  2")(ty) # 0, ty € I, impli-
ca que la soluciénes {z',--- 2"} son linealmente independientes en I. Si ahora
W(zt,- -, 2")(ty) = 0, ty € I, entonces {z!,--- , 2"} son linealmente dependi-
entes en /.

Lema 5.5. Sean {z',--- , 2"} n soluciones linealmente independientes de (5.15).

Sea
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z1(1)
2t) =1
zn(1)
otra solucion cualquiera de esta ecuacion, entonces existen constantes ci,--- ,Cy,
tal que

2(t) =) 'ty i=1---,n
i=1
Demostracion. Para ty € I, formemos el sistema algebraico

r11(to) -+ za(to)] [ar 21 (to)

xnl.(t(ﬁ s xnn'(tO) C'n Zn(t0>

Como el determinante de los coeficientes es distinto de 0 (soluciones son lineal-
mente independientes) se tiene que existe una tnica solucién de este sistema que
llamamos [c; - - - ¢,|*. Formemos ahora

G(t) = Zn:cixi(t) tel,

entonces G(t) es solucién de (5.15) tal que en ¢, satisface

‘ z11(to) -+ z(to)] [a 21 (to)
G(ty) = Zcz‘xl(to) = : = : = z(to).

=1 Tnl (tO) o Tpn (t()) Cn Zn(to)

3

Por el Teorema 5.1, de existencia y unicidad, se debe tener que

2(t) = G(t) = Zci:vi(t), para todo t € 1.
i=1
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O

Lema 5.6. La ecuacion homogenea (5.15) tiene un conjunto de n soluciones que
son linealmente independientes en 1.

Demostracion. Basta considerar el problema

x(ty) = [()...1...()]157

donde el 1 va en la posicion ¢, 1 =1,--- ,n, y tg € 1.
Por el Teorema 5.1 se tiene que (FP;) posee una tnica solucién que llamaremos
2'(t), para cada i = 1,--- ,n. Ademds
r11(to) -+ ia(to)
det[z'(ty), -+ ,2"(to)] = det : . : =det] =1,
Tnl (t()) e xnn(tO)
por lo que {z!,--- , 2"} es un conjunto de n soluciones que son linealmente inde-
pendientes. 0

Tenemos el siguiente

Teorema 5.2. Sea S el conjunto de todas las funciones x : I — M™! que son
solucion de la ecuacion (5.15), esto es:

S={x: M| 2/(t)— A@t)x(t) =0, para todo t € I}.

Entonces S es un espacio vectorial real de dimension finita igual a n.

Demostracién 11. Del Lema 5.3, se tiene que si x, z son dos soluciones de (5.15)
y «, 3 son escalares reales, entonces ax + 3z, es también solucién de (5.15). De
aqui que S es un espacio vectorial real. Ademas de los Lemas 5.5 y 5.6 se tiene
que dimS = n.

Definicién 5.3. Una base de soluciones del espacio vectorial S de soluciones de
la ecuacion (5.15) estd formada por cualquier conjunto de soluciones linealmente
independientes (en I) de esta ecuacion.

Dada una base de soluciones de la ecuacion homogenea
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una solucién cualquiera x se expresa segun esta base por una expresién de la forma

z(t) = iz’ (t) + -+ - + cpx™(t),

donde ¢;, 7 = 1,--- ,n son constantes. Esta expresion la vamos a llamar la solucién
) ) )
general de la ecuacion.

Escribiendo

y denotando por

1'11<t) s l’ln(t)
X(t) = : . :
Tp1(t) o Tpn(t)
la expresién anterior se se puede escribir como
z(t) = X(t)c,

donde
X(t) = [xl(t)---x"(t)}t y c= [cl---cn}t.

Una matriz X (¢) cuyas columnas son soluciones linealmente independientes de
la ecuacién homogenea, se llama una matriz fundamental.

Estudiemos ahora como encontrar la solucién general de la ecuacion no homo-
genea

v = Alt)z + f(1). (5.16)

Sea x(t) una solucién cualquiera de esta ecuacién y supongamos que por algin
método conocemos una solucién particular z,(t) de esta ecuacién. Se tiene

2 —a, = A)2(t) + F(t) — A, () — F(t) = A)((t) - 2,(0)).

Entonces si xp,(t) = x(t) — x,(t) se tiene que

xy, = A(t)zp(t).
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Por lo tanto si {1, ,x,} es una base de soluciones de la ecuacién homogenea
asociada, podemos escribir

3

Asi

2(t) = 2p(t) + 2, (t) ch )+ 2, (1)

Consideremos ahora el problema de encontrar una solucién particular x,(t) de
la ecuacién no-homogenea (5.16). Suponemos que conocemos una base de solu-
ciones {z!,--- 2"} de la ecuacién homogenea asociada ' = A(t)r. Para esto
consideramos

n

= Z ¢ (H)zi(t), (5.17)

que viene de la expresion de la solucién z,(t) donde reemplazamos las constantes
por funciones ¢; : [ — R, i = 1,--- ,n. Para determinar estas funciones substitu-
imos esta expresion en la ecuacién no-homogenea. Se obtiene,

n

Y(t) = Y0+ 3 a6 )

y por lo tanto

3

ci(t)a'(t) + Z ci(t)A(t)a' (1)

i=1

Reemplazando en la ecuacién no-homogenea =’ = A(t)z + f(t), se obtiene

2 (t) = Z ()T (t) + Z (D) Az (t)
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= A(t)z(t) + f(t) = At) Z c(t)z'(t) + f(t) = Z ci(t)At)x'(t) + f(t),
de donde
> db)a(t) = (1)
Poniendo

D) = [ey(t) -z ()], G=1-n, f) = [AE)- f(B)]'

el ultimo sistema se puede escribir equivalentemente como

r11(t) - wa(t)] [Ci(t) fi(t)

. 9

enl®) o am®) L) La

de donde, aplicando la regla de Cramer, obtenemos

() - filt) - win(t)
det : : :
/ Tui(t) oo fult) 0 2an(t) )
c®(t): W(xh"' ,l'n)(t) 7 1217”. o

note que f(t) reemplaza la columna ¢ en el numerador. Integrando se determinan
estas funciones ¢; que reemplazadas en (5.17) nos da la solucién particular buscada.

En términos de matrices fundamentales, para buscar la solucién particular de
(5.16) procedemos de la manera siguiente. La solucién general de la ecuacién
homogénea ' = A(t)x se puede escribir como

donde X (t) es una matriz fundamental y ¢ un vector arbitrario en M". Ponemos
entonces
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y lo reemplazamos en (5.16). Se obtiene
() = X'(t)e(t) + X () (t) = A(t) X (t)e(t) + f(2).

y como X (t) es una matriz fundamental, se tiene
de donde

Integrando entre r€ I yt € I,
t
c(t) = olr) + [ X5 f(5)ds,
por lo que la solucién general de (5.16) queda como
t
£(t) = X(8)e(r) + X (1) / X(s)"1f(s)ds.

La solucién z,(t) = X (¢) f: X (s)7' f(s)ds la llamamos la solucién particular de la
ecuacion La formula anterior se puede escribir también como

t
o) = X(0)e(r) + [ Gis)(s)ds.
donde G(t,s) = X (t)X(s)~'. Notamos que G(s,s) = I.
Estas formulas son particularmente ttil cuando la matriz A es de constantes, como

veremos mas adelante. En este caso vamos a tomar como matriz fundamental
X (t) = e, Con esto la solucién particular se escribe

lt) = X0 [ X0) S opds =t [ ptsgs = [ p(oyas

que nos dice que para calcular la solucion particular tenemos que conocer la matriz
exponencial y evaluarla en (¢t — s).
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5.3. Matriz exponencial. Comencemos con una definicién. Sea { A, } ey una
sucesion de matrices n X n de niimeros complejos, los nimeros reales los miramos
como numeros complejos con parte imaginaria cero. El espacio vectorial de las
matrices n X n lo denotaremos por Mg ".

Consideremos la serie asociada

S A=A+ Ayt

=1

Diremos que esta serie es convergente si la sucesion de sus sumas parciales { S }ren,
Sk = >, A;, es convergente. Asi si S = lim S} entonces ponemos

k—o0

io: A =S,
=1

y S lo llamamos la suma de la serie. Si el termino general de la serie se escribe
A = [aij]nxn entonces es facil ver que la serie converge si y solo si cada termino
a;; es convergente.

Sea ahora A una matriz n x n de numeros complejos y consideremos la serie

A A2 Al = Al
Ih gt optt =2 7 (5.18)
1=0
Al
Proposicién 5.1. La serie Y-, o6 convergente.

. g p A
Demostracién 12. Tenemos que probar que la sucesion {Si ren, Sk = X1 ik
es convergente. Para esto miramos a M¢*" como un espacio normado completb,
donde para A € M*" tomamos la norma ||A]| = (37 ,_; [a;;|*)"/?. Se tiene, para
p,aeN, p>gq

R I P ol 2l
P qll = = :

l=q+1 ) l=q+1

En vista de esto consideramos la serie

o0 l
HM_EﬂMH
(& = : l' .

=0
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Como esta serie es convergente se tiene que dado € > 0 existe ng € N tal que para
todo p,q € N, p > ng, ¢ > ng (p > q), se tiene

1Al

Il <E.

l=q+1

Pero entonces dado € > 0 existe ng € N tal que para todo p,q € N, p > ng, ¢ > nyg
(p > q), se tiene

1Sy — Sqll <,
que dice que la sucesién {Si}, es de Cauchy en M{*" y por lo tanto convergente.
De aqui que la serie en (5.18) sea convergente.

Es costumbre llamar a este limite la exponencial de A y se escribe

=, Al A A2 Al
A_ _
e 2 l' =1+ — 1 —+ 5] + -+ T + - (5.19)

La matriz exponencial conserva algunas de las propiedades de la funciéon exponen-

cial (mas adelante). En particular €® = I, et9)4 = t4esA para 5.t € R. De aqui
(eM) L =e4 (tomet=1,s=—1).

Por otro lado de lo que hemos probado notamos que se tiene lo siguiente

Proposicién 5.2.
||6A|| < Al

Demostracién 13. En efecto

le?Il = HZ \— Jim HZ—H < Jim

ellAll

Nos encaminamos ahora a considerar como la matriz exponencial esta relaciona-
da con el problema

donde A € M™ ", Para esta matriz A sea t € R y formemos . Definimos asf una
funcién de los reales en M™*™. Se tiene

Proposicién 5.3. La funcion e es diferenciable (por lo tanto continua) para

cada t € R, y se tiene
d

—eth = At = A
dt
e(t+s)A — et4
Demostracion 14. Por definicién Eem = lir% — . Se tiene
S— S
e(tJrs)A —etA _ etA (SSA _ I)
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Ahora
A ]_SA 2A2 SlAl _00 lAl
e TRANT T 2
por lo que
(eSA I) A > sl—lAl
s T
1=2

y por lo tanto

si 0 < |s| <1, lo cual asumimos sin pérdida de generalidad. Pero entonces

sA_]
|,u — Al < Js|elAIn
S

) (esA _ [) )
de donde hr% ||——= — AJ|| = 0. Se tiene entonces
(t+s)A _ tA sA _ T
e e e
|————— = A|| = [|e(——— - 4]
s s
sA
et —1
< [l (== Al < [sle! e,

que finalmente implica

t+s)A tA
el —e
lim || ——— — etAAH =0.
s—0 S
Hemos probado entonces que %em = ¢ A, en forma enteramente similar se

d
demuestra que Eem = Aet.

Teorema 5.3. La solucion de la ecuacion diferencial vectorial con condicion ini-
cial
¥ =Axr z(ty) =c,
es
z(t) = elt—to)A..
Demostracién 15. Es claro que z(ty) = e®4c = ¢ y derivando

2'(t) = Ae04c = Ax(t),

que termina la demostracion
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De esta forma vemos que por medio de la matriz exponencial podemos es-
cribir la solucion general de la ecuacién diferencial. En efecto escribamos la matriz
et=t)A = [z1(¢),-- -, 2™(t)]. Entonces x(t) = e"0)4c con ¢ = [0,--- ,1,--- 0]
y donde el uno va en la posiciéon ¢, © = 1,--- ,n. Se tiene entonces que cada
vector columna z%(t) es solucién de la ecuacién diferencial 2’ = Az, y las solu-
ciones {z',--- 2"} son linealmente independientes en R (en t = ¢, el Wronskiano
correspondiente es 1). Si ahora ¢ = [¢y, -+, ¢,]", entonces se tiene

et e — 1z (1) + - - - 4z (1),

que es la forma de la solucién general.
Si tg = 0, la solucién de la ecuacién diferencial vectorial con condicién inicial

¢ =Ax z(0)=c,

es dada por
z(t) = ee = cia'(t) 4+ - + ™ (t).

Para una matriz general A puede ser dificil calcular su exponencial por medio de
la serie que la define. Vamos ver entonces algunos métodos para evaluar la matriz
exponencial.

Un primer caso donde esta exponencial es simple de evaluar es cuando A € M"™*"
es diagonal, en efecto si

a;; O 0
Ao 0 a.22 0 |
0 0 Ann
ai; 0 0 aj; 0 0
e 0 a3 0 s 0 al 0 ’
0 0 aém 0 0 - al,

de donde aplicando (5.19) es inmediato ver que

et 0 0
0 et ... 0

0 0 e eannt



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

218

De aqui que en este caso la solucion de

¥ =Ax z(0)=c,

es dada por z;(t) = ¢e®t i = 1,---  n, donde z(t) = [x1(t), -,z (t)]" vy ¢ =
[Cla e 7Cn]t'

El caso siguiente en dificultad es cuando A € M"™*" es diagonalizable. Nosotros
vimos anteriormente el caso cuando A tiene n tiene n valores propios reales y
distintos, A1, - -, A,, con correspondientes vectores propios K*', -, K".

Vimos que en este caso la solucién de

se puede escribir como

z(t) = Z it (t)

donde z!(t),- -+ ,2"(t) son las n soluciones linealmente independientes dadas por
2i(t) = MK i=1,--- n,yc¢,i=1,---,nson constantes arbitrarias.

Vamos a generalizar ahora esta situacion al caso cuando A € M™*" es diago-
nalizable. De Algebra Lineal se tiene

Teorema 5.4. Una matriz A n X n de nimeros reales (o complejos) es similar
sobre R (o C) a una matriz diagonal si y solo si A tiene n vectores propios lineal-
mente independientes en M"*™ (respectivamente en M{™"™). En este caso la matriz
A = K7 YAK es diagonal donde K es la matriz cuyas columnas estdn formadas por
los n vectores propios de A.

Teorema 5.5. Sea A € M"*" una matriz diagonalizable sobre sobre R (o C) y sea
A = K YAK, donde K y A tienen el mismo significado que en el teorema anterior.
Entonces

1 _
6A — 6ICAIC — IC@AIC 1’

Demostracién 16. Como A = KAK™!, se sigue que A2 = KA2K~! y que Al =
KA'K=!, I € N. Entonces de (5.19), se tiene
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=\ Al = KCACT = A
A_ _ _ 1 _ g Ape—1
e’ = E P = T =K E T K =Ke’K™". m

1=0 1=0 1=0
Para esta matriz A diagonalizable consideremos ahora el correspondiente problema
¥ =Ax z(0)=c.

Llamemos \;, i = 1,--- ,n los valores propios (no necesariamente distintos) y K*
los correspondientes vectores propios. Entonces K = [K!--- K" y

AN O oo 0
0 N -+ 0
0 0 An
Se tiene
eMt 0
Aot
etA — ,CGtA’C_l — IC 0 6.2 0 ’C—l
0 0 ent

y por lo tanto la solucién del problema es

e>\1t 0 e 0
0 e ... 0
x(t) = ele=Ke "K' e=K | | ) . | Kl
0 0 eAnt

Notemos de aqui que si ponemos d = K¢, se tiene

eMt 0 ... 0
0 e ... 0
z(t)=Ke™d = [K" - K" =[K'--- K" | . . |4
0 0 ... et

ysid=[dy,- - ,d,]" la solucién se puede escribir como
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dle)\lt
d2€)\2t
p(t) =K' K" | 7. | =K' 4 d KM
fo
de donde

o(t) = di K'eM + -+ d, K"eM,

que es la forma de la solucion general que obtuvimos antes.

Ejemplo 5.2. Consideremos la ecuacion diferencial x' = Ax donde

3 -1 -1
A= 1|1 1 —1
1 -1 1

En primer lugar estudiamos sus valores propios y resolvemos det(A — A\I) = 0.
Usando Maple se obtiene:

A =1, X =2 con multiplicidad dos,
con correspondientes vectores propios
K'=1[1,1,1", K?=][1,1,0", K*=[1,0,1],

donde K*' corresponde a M\ y K2, K3 a Xy. Como estos vectores propios son li-
nealmente independientes la matriz A es diagonalizable. Podemos entonces escribir
mmmediatamente la solucion general como

ZEl(t) 1 1 1 dlet + d2€2t + d362t
z(t)= |za(t)| =dy [1] e +do |1]| ¥ +ds |0 e* = diet + dye?
$3(t> 1 0 1 dlet + d3€2t

Evaluemos ahora la exponencial €. Usamos la férmula
et = Ke KL

Se tiene
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100
A=10 2 0],
00 2
y por lo tanto
et 0 0
etA — |0 62t 0
0 0 e*
También
111
K=111 0
10 1
Usando Maple
-1 1 1
K'=]1 0 -1
1 -1 0
Y
et £ 262 ot — 2 ot _ o2
oA | et g2t ot ot _ o2t
et f 2t ot — o2t ot ’
y la solucion es
z(t) = e

Estudiemos ahora el caso en hay valores propios complejos. Mas especificamente
supongamos que queremos resolver

= Ax, (5.20)

donde la matriz constante A n X n tiene componentes reales. Suponemos que A
tiene valores propios reales y valores propios complejos (conjugados). Notamos
primero
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Proposicién 5.4. Siw(t) es una solucion compleja de (5.20) entonces la funcion
vectorial compleja conjugada w(t) es también solucion.

Demostracion 17. Se tiene que w satisface

w'(t) = Aw(t),

/ .
y como w'(t) = w(t) se tiene que

que implica el resultado W
El siguiente es un resultado importante.

Teorema 5.6. Sea A una matriz real de n X n y supongamos que

[xl(t)a T 7xp(t>7 wl@)? wl(t>7 T 7wQ<t>7 wlI(t)]v (5'21)
es una base de soluciones compleja de (5.20), donde p 4+ 2q = n, y donde x;(t),

Jj = 1,---,p. son vectores soluciones reales y w;(t), w;(t), 7 = 1,---,q, son
vectores soluciones complejas conjugadas.

St wj(t) = w;(t) +ivi(t), donde u;(t),v;(t) denotan la parte real e imaginaria
de w;(t), 7=1,---,q, entonces

[21(), - wp(t), ua(B), 01 (F), - -+ 5 g (), 0 (1)) (5.22)

es una base real de soluciones para (5.20).

Demostracion 18. Se tiene que

u;(t) = M vi(t) = M

por lo que u; y v; son soluciones reales de la ecuaciéon. Lo que resta es probar que

las soluciones de (5.22) son L.I. Para esto usamos que las soluciones de (5.21) son
L. I. Razonamos se la siguiente manera, formamos

a121(t) + agza(t) + - - - + apxy(t) + brus (t) + c1v1(t)
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+ o4 byug(t) + cqug(t) = 0, (5.23)
donde ay,--- ,ap, b1, -+ by, y c1,- -+, cq, sSON constantes reales. Definamos
bj — iCj bj + ’iCj .
=2 " =0 .
B 5 i 5 o J=Lq
entonces

bju;(t) + cjui(t) = (85 +v5)u; — i(v; — Bj)v;

= Bi(u;(t) +iv;(t)) + 75 (u;(t) — iv;(t)) = Bjw;(t) + vjw;(t).

Reemplazando en (5.23),

a1y (t) + agwa(t) + - - + apzp(t) + Brwi (t) + yiwi (t) + - - -+ Bywy(t) + vqwy(t) =0,

que implica a; =0, j=1,--- ,p,y ;=7 =0,j =1,---,¢q. Como esto también
implica b; =¢; =0, j =1,--- ,q, se termina la demostracion H

Ejercicio. Haga todos los detalles de célculo.

En lo que sigue vamos a necesitar el siguiente resultado.

Proposicién 5.5. Sean A y B dos matrices reales o complejas n x n, tal que
AB = BA. Entonces

(i) Be!t =e1B,

(11) et(A-‘rB) — ptAptB — otBgtA

Demostracién 19. (i) Se tiene que
~ A <BA S AB KA
tA _ A _ _ N A4
B=B) =2 T =l =Ly B=n
1=0 1=0 1=0 1=0

(ii) Usamos el Teorema de existencia y unicidad. Definamos las dos funciones

u(t) = B y(t) = eelBe,
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donde ¢ es un vector arbitrario pero fijo. Es inmediato ver que u y v satisfacen el
problema con condicién inicial

7= (A+ B)z, z(0) = c.

Por el Teorema de existencia y unicidad ( admitido valido para el caso en que las
matrices sean complejas, es elemental extenderlo!) se debe tener entonces que

(et(A—l-B) i 6tAetB)c —0

)

para todo vector c¢. Se sigue que (ii) es cierto. B

Vamos a comenzar a considerar el problema (5.20) cuando la matriz A no es
diagonalizable. Serd conveniente mirar la matriz real A como en MZ*".

Recordemos primero algunos resultados de Algebra Lineal, sean Ay, --- , A; los
valores propios distintos de A. Entonces para cadai=1,--- ,s

Ker(A—X\I),Ker(A— )\Z-I)2, cee

forman una cadena creciente de subespacios de M. Mas aun existe un entero
positivo p;, el indice correspondiente a \;, tal que

Ker(A—\NI) C Ker(A— NI C ---
C Ker(A— \IP = Ker(A— NPT = Ker(A— NP2 = ..
Es costumbre poner
M,, = Ker(A — \1)P,

el cual se llama el subespacio propio generalizado de \;. De Algebra Lineal se tiene
el siguiente resultado importante

c=M\ &My, DO M,,.

De esta forma si ¢ € Mk entonces
S
c= Zc’ donde ' € M,,, (5.24)
i=1

y entonces
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S
etAC — § etAcZ,
i=1
y por lo tanto solo tenemos que calcular e*A¢f, i = 1,---,s. Eliminando por

conveniencia de notacién los subindices evaluemos e*4¢ donde suponemos ¢ € M,,
A valor propio de A. Se tiene

otAe — QHA=MDHN  _ Jt(A=XD) N JINT tH(A=XD) o _ A H(A=AD)
Ahora
X HA-N) RS (A=A
HA=XI) ., _ _
e CcC = IZ l' CcC = : l' C,
=0 =0

donde p es indice de A, por lo que se cumple
Ker(A— M) C Ker(A—M)*C -
C Ker(A—XM)P = Ker(A— X" = Ker(A— \NI)P™2 = ..

La serie se vuelve una sumatoria finita porque ¢ € M, = Ker(A — AI)?, lo cual
implica

0=(A—-M)e=(A-X)PTe=... = (A \I)e,

para todo 7 > p. De estos resultados se tiene

p—l l
tH(A— A\
€tAC et)\et(Af)\I)C et)\ E : ( 0 ) c

=0

Hemos entonces demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Sean Ay, - - -, As los valores propios distintos de una matriz A, nxn,
My,,---, My, los correspondientes espacios propios generalizados y py,- -+ ,ps l0s
respectivos indices.

Entonces la solucion del problema con condicion inicial
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es dada por
c, (5.25)

donde ¢ € My, son determinados por la descomposicion de ¢ dada en (5.24).

Un resultado importante de Algebra Lineal dice que dimM,, = m; donde m, es la
multiplicidad de A; en el polinomio caracteristico de A.

Vamos ahora a estudiar mas en detalle la aplicacién de la férmula (5.25). Supong-
amos que tenemos dada una matriz A n X n que tiene s valores propios A1, -+, A,
con multiplicidades my,--- ,mg (en el polinomio caracteristico). Para aplicar la
férmula (5.25) vemos que tenemos que conocer los indices p; asi como una base de
M,y,, v =1,---,s. Una forma de hacer esto, que lo vamos a explicar para el caso
del valor propio \;, es la siguiente.

Comenzamos determinando una base para Ker(A — \;I). Supongamos que
dimKer(A — \I) = ¢,. Entonces A tiene ¢} vectores propios. Si ¢; = m; estamos
listos, ya que en este caso M), = Ker(A — \1I). Si ¢i < m;, entonces Ker(A —
Ail) C M,, con contencién estricta y por lo tanto tenemos que completar la base
de M)\i.

Estudiamos entonces Ker(A — A\;I)? y hecho esto supongamos que dimKer(A —
MI)? = ¢i. Notamos aqui que los vectores de la base de Ker(A — \;) que hemos
determinado son también parte de Ker(A—\;I)%. Asi que para determinar la base
de este ultimo espacio hay que determinar solamente ¢4 — ¢¢ vectores linealmente
independientes adicionales.

Continuando de esta forma tenemos que encontrar una base para Ker(A — \I).
Supongamos que hemos encontrado que la dimensién de este espacio es q; Como
antes para la determinacién de la correspondiente base solo necesitamos deter-
minar q;- — q}fl vectores linealmente independientes adicionales , por la misma
razon anterior. Encontrados estos vectores, se tiene que en este paso conocemos
qj- vectores linealmente independientes que son elementos de Ker(A — \;)P, y que
por lo tanto son todos vectores propios generalizados.

El proceso termina cuando q§ = m;. De esta forma se ha determinado la base de
M,, y al mismo tiempo el indice p;, ya que p; = j.
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., Como se genera entonces la base correspondiente de soluciones de la ecuacién
diferencial?

Supongamos que ¢ = Y >, ¢™ con ¢™ € M, es tal que ¢ = b} € Ker(A — \I),
[ =1,---,¢. Entonces ¢™ = 0, m # iy ¢/ = h!. Reemplazando en (5.25) se
obtienen las siguientes soluciones

ZM”ZZﬁA AmI )
7=0

o N PA = AT

i Wy =nle,  I=1,-- q.

J=0

Sean ahora ¢ = hl, € Ker(A — \N)% 1 = ¢ +1,---,¢%, los vectores propios
generalizados linealmente independientes adicionales que no son vectores propios.
Reemplazando en (5.25), se obtiene

s pi—1 . ; pi—l ‘
t1(A = A I) N PA= NI
. B o m m o _tN; S !
I 0 S SRS s
m=1 Jj=0 =0
t(A— NI ; '
:et)\i(]-f-g)hlm l=a+1- 4

1!

Seguimos de esta forma hasta que llegamos al paso k donde ¢, = m;, con lo
que k = p; y nos falta por determinar m; — ¢, _, soluciones. Sean entonces
hl € Ker(A—X\)k, l=¢q._,+1, -+ ,q., los vectores propios generalizados lineal-
mente independientes que no estan en Ker(A — \;)*~1. Reemplazando en (5.25),
se obtienen las soluciones faltantes siguientes

(A = M) O HA- N
th; th; 4

tm—l(A — NPt
(pi — 1!

Wi l=gq+ 1 g

Ejercicio. Demuestre que todas estas soluciones encontradas son linealmente in-
dependientes.

Hagamos algunos problemas.
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Ejemplo 5.3. Queremos estudiar el caso en que la matriz A, 3 X 3 tiene valores
propios reales \y = Ao Yy A3, pero asociados a A = Ny = Ay hay un solo vector
propio.

En este caso tenemos inmediatamente las dos soluciones linealmente indepen-
dientes dadas por xt(t) = KleMt y 23(t) = K3e*! donde K' y K* son vectores
propios correspondientes a N1 y a A3, respectivamente.

Para completar la base de soluciones, que sabemos tiene dimension 3, razonamos
como antes. Tenemos que estudiar My, = Ker(A — \1)? que sabemos que tiene
dimension 2. Sabemos también que K' € Ker(A — \I) C Ker(A — \MI)% Asi
que nos falta un vector P € Ker(A— \1I)?* que sea linealmente independiente con
K1, que por lo demds sabemos que eziste.

Formemos entonces

(A—M\I)*P=0.
Pongamos
V - (A - )\1])P,
entonces
(A= MV = (A— ) \I)*P =0,
con lo que V' es un vector propio y por lo tanto V = CK'. Asi P satisface
(A— MNP =CK".
Claramente podemos tomar C' =1 redefiniendo P. Se tiene
(A— NP =K"

Esta ultima ecuacion la miramos entonces como una ecuacion para P. Conocido
este P la correspondiente solucion serd

2 _t\ t<A B )\1])
OET "

Se tiene entonces que la solucion general de la ecuacion es
2(t) = 1zt (t) + car®(t) + c32®(t) = ot K'eM 4 cp(e™ P + te™ K1) 4 ey K3e?st

donde ¢y, co, c3 son constantes arbitrarias.

)P =eMP+e™M(A—NI)P =M P +te™MK'.

En algunos libros y basado en lo que hicimos anteriormente, para encontrar la
segunda solucién para A; se intenta una solucion de la forma:

z(t) = KteM'! 4 PeM?

con
K P
K= |K, P= |5
K3 Py

ustituyendo en la ecuacién z/ = Az, se tendra una solucion de esta forma si
Sustit d | "= Az, tend | d ta L K
y P satisfacen respectivamente

(A— MK =0,



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

229

(A—MI)P =K.
Asi K debe ser un vector propio (que tomamos como K') y P es solucién de la
segunda ecuacion. Claramente esto conduce a lo mismo que hemos hecho antes.

Ejemplo 5.4. Consideremos el sistema

Se tiene que det(A — AXI) = 0, nos da los valores propios \y = 0 y Ay = A3 =
5. Evaluando los vectores propios correspondientes a )\, obtenemos que K' =
1, g, %l]t es un vector propio (normalizado). Mientras que para Ao = A3 existe un
solo vector propio K* = [2,0,—1]" (normalizado).

Resolviendo ahora P de la ecuacion

0 —4 0] [P 2
(A-5N)P= |1 =5 2| |[R| =10
0 2 0| |P ~1

se obtiene que Py = _71 y P =5P,—2P;= _75 —2P;. Tomamos P; = —1 se tiene

Py ==L porlo que P =[5, 3L, 1]

De esta forma obtenemos la solucion
2 1
?t)=10 | te’ + —g e’
-1 -1
Finalmente la solucion general es
1 2 2 —%
z(t) = ¢ % +ea | 0| e +es[| 0] te”+ -5 e,
= -1 -1 -1

donde ¢y, co,c3 y cq con constantes arbitrarias.

A continuacion suponemos que en la ecuacién 2’ = AX A es una matriz real
4 x 4. Como siempre estudiamos primero las raices de det(A — AI) = 0 y vamos
a considerar en cierto detalle los distintos casos posibles. En lo que sigue y hasta
nuevo aviso vamos a suponer que los valores propios son reales.

CASO 1. det(A—\I) = 0 tiene cuatro valores propios reales y distintos Aq, . .., A4.
Estos dan origen respectivamente a los 4 vectores propios K, ..., K*, con lo que
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podemos generar las 4 soluciones linealmente independientes
= Kiehit 1=1,...,4,

de donde la solucién general de la ecuacion es

4
z(t) = Z c; Kt
i=1

con cq,...,c4 constantes arbitrarias.

CASO 2. det(A — A\I) = 0 tiene como valores propios (reales) A\; = Aa, A3 # 4.
Denotando por K2 Y K* los vectores propios correspondientes respectivamente a
A3 ¥ A4, tenemos dos casos a considerar.

-(27) El espacio propio correspondiente a A\ = Ay, tiene dimensién 2, por lo que
hay 2 vectores K!, K? que generan este espacio propio. La solucién general es
entonces dada por

w(t) = ) K'eM 4 ey K2t + 3 K3t ey KteMt,

-(2i1) El espacio propio de \; tiene dimension uno. Tenemos entonces inmediata-
mente las soluciones x'(t) = KleM! z3(t) = K3e*! y 2%(t) = K*eM!. Por lo
que para completar la base de soluciones nos falta una solucién. Pero este caso es
exactamente como en el ejemplo anterior asi que sabemos que esta solucién tiene
la forma

22 (t) = K'teM! + PeMt)
donde P es una solucion de la ecuacién

(A—MI)P = K"

Se obtiene asi la solucién
To(t) = K'teMt + PeMt)

que completa la base de soluciones.

CASO 3. det(A — AI) = 0 tiene dos valores propios con multiplicidad dos, que
son A\ = A2 ¥ A3 = Ay Aqui de nuevo hay subcasos.

-(31) Los espacios propios correspondientes a A\; y Az tienen dimensién 2. En este
caso hay 4 vectores linealmente independientes con lo que la solucién general se
construye inmediatamente.

-(3ii) El espacio propio correspondiente a A; es de dimensién 1 y el correspon-
diente a A3 tiene dimensién 2. En este caso conocemos 3 vectores propios : K!
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correspondiente a A\, K? y K* correspondiente respectivamente a A3 = \;. En-
tonces K'leMt, K3eMt y K4t son tres soluciones linealmente independientes del
problema. La otra solucion la generamos por medio de

2 (t) = K'teM! + peMt
donde P es solucién de
(A—MI)P = K

y hemos completado la base de soluciones.

-(3ii1) Los espacios propios correspondiente a \; = A2 y a A3 = A4 tienen di-
mensién 1. En este caso tenemos inmediatamente las soluciones z!(t) = KleM?
y 23(t) = K3e*! donde K' y K3 vectores propios correspondientes a A\; v A3
respectivamente, a los que agregamos, en la forma usual, las soluciones

22 (t) =K'teMt 4 pleMt con (A= MNP = K!

2 (t) =K3te™t 4 PPet con (A — \I)PP = K3,

las cuales completan la base.

CASO 4. det(A — AXI) = 0 tiene los valores propios A; con multiplicidad 3 y
A4 con multiplicidad 1. De esta manera podemos formar inmediatamente las dos
soluciones x!(t) = KleM! y 24(t) = K*eM! con K' y K* vectores propios corre-
spondientes a A\; y A4 respectivamente.

Para generar las otras dos soluciones consideramos distintos casos.

(47) Supongamos que el espacio propio de A; tiene dimensién 1, entonces tenemos
que mirar por My, = Ker(A — \1)P* donde p; es el indice de A;. Es claro que
P1 = 20 3.

Si p; = 2 entonces dimKer(A—\;1)? = 3y tal como antes los dos vectores propios
generalizados que faltan se encuentran de resolver

(A= MI)P=K"

De aqui se obtienen P!, P? tal que {K*', P!, P?} forman una base de Ker(A —
A1) Las soluciones faltantes son entonces

22 (t) = K'teMt + PreMt 23(t) = K'teM! + P2ett,

Si ahora p; = 3 entonces dimKer(A—\;1)? = 2 y podemos encontrar una solucién
tal como antes resolviendo

(A= \I)P =K',
que nos va a dar un vector propio generalizado P linealmente independiente con
K*. Esto nos da una tercera solucién
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22 (t) = K'teM! + peMt.

Para obtener la otra solucién uno puede proceder de la siguiente forma. (Ej. Jus-
tifique rigurosamente estos pasos por la teoria desarrollada). Suponemos que la
solucién tiene la forma

t2
l’(t) = L1 56)\11‘/ + Lgte)\lt + Lge)\lt,

y reemplazamos esta expresién en ' = Ax. Se obtiene que va a existir una solucién
de esta forma si los vectores Lq, Lo, y L3 satisfacen las siguientes ecuaciones.

(A - )\1])[/1 - O,

(A= XMNI)Ly = Ly,

(A—M\I)Ls = Ls.

Como es usual tomamos L; = K', Ly, = P, ya determinados en el paso previo, y
resolvemos la tercera ecuacion para Lz Sea Lz = (), la solucion. De esta forma la
solucion faltante queda entonces

t2
3(t) = Klge’\lt + PlteMt + Qe

(44i) Dimensién del Ker(A — A1) = 2. En este caso hay otro vector propio K?
linealmente independiente con K, y que da origen a la solucién z%(t) = K2e2!.
Notamos que en este caso se debe tener que dimKer(A — A\ I)* = 3. Como antes
miramos por una solucion de

(A= \I)2P =0,

que sea linealmente independiente con K!, K2 Haciendo V = (A — \I)P, se
obtiene que existen constantes reales jii, 1o tales que V = pu; K + pok? Por
supuesto en esta etapa i1, fto no son conocidos, sin embargo se resuelve la ecuacién

(A= MNP =K' + i, K.

v fi1, fio se fijan tales que P, K', K? sean vectores linealmente independientes.
La solucion que falta para completar la base viene dada entonces por

23 (t) = (K" + paK*)teM! + Pett,

(44i7) Dimensién del Ker(A — A\ I) = 3, entonces existen 3 vectores propios K',
K2, K3. Este caso se deja al lector ya que es muy simple
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CASO 5. det(A — AI) = 0 tiene un solo valor propio real de multiplicidad 4, por
lo que una solucién de la base de soluciones es dada por

xl(t) = KleMt,

donde K en vector propio (normalizado) correspondiente a ;.
Este caso se deja de ejercicio.

Pasamos ahora a examinar algunos ejemplos donde el polinomio caracteristico
tiene valores propios complejos.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion 2’ = Ax donde A es una matriz real 2 x 2
que suponemos tiene dos valores propios complejos conjugados Ay = a + 10 y

Ao =a — i3, con B # 0.
Para \; evaluamos su correspondiente vector propio K a partir de

(A— MK =0.

Como la matriz A es real se tiene que K, vector complejo conjugado de K, es
un vector propio correspondiente a A\; = X\y. Note que K y K, son dos vectores
linealmente independientes para los escalares complejos. Pongamos K = K1 +iK?
donde K'y K? son respectivamente la parte real e imaginaria de K, de aqui K =
K' —iK?. Correspondiente a A\; y Ay tenemos respectivamente las soluciones

w'(t) = MK w(t) = MK = wl(t),
que son dos soluciones complejas conjugadas. Entonces por Teorema 5.6 se tiene
que la base real de soluciones estd formada por la parte real e imaginaria de w®(¢),
que procedemos a evaluar. Se tiene

w'(t) = e (K + iK?)(cos Bt + isin Bt),
= e™[K" cos Bt — K?sin t)] + ie™[K ' sin pt + K? cos Bt].

Asi
2t (t) = e [K" cos ft — K? sin 3] (5.26)
2?3 (t) = e [K' sin Bt + K? cos 3t]. (5.27)
La solucién general de la ecuacion diferencial es entonces

2(t) = 1zt (t) 4 cox?(t) = cre®[K* cos Bt — K sin ft] +coe™ [ K ' sin Bt + K cos (],

donde ¢; y ¢y son constantes reales arbitrarias.
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Vamos a considerar ahora el problema de la ecuacién 2’ = Ax donde A es una
matriz real 4 X 4 que tiene cuatro valores propios complejos (con parte imaginar-
ia no nula) A, Ay, A3, y A4, donde notamos que necesariamente debemos tener
(excepto por notacién de los valores propios) que A; = Ay ¥ Az = Ay,

Los casos a considerar se reducen a solo dos: (i) cuando A\; # A3, v (i) cuando
)\1 == )\3.

En el caso (i) tendremos 4 valores propios complejos que escribimos como \; =
ar+ 161, A =01 —if, A3 =az +if3y Ay = az —if}s.

Asociado con \; tenemos el vector propio H', con A, el vector propio H 2 - H,
con M3 el vector propio H3, y con )\, el vector propio H* = H3.

Las correspondientes soluciones (complejas) son w'(t) = H'eM', w?(t) = H?*e*' =

HieMt = wl(t), wi(t) = H3eM!, y wi(t) = H3eM = wd(t).

Escribamos H! = K' +iK? y H® = K? +iK*, donde K' y K? son la parte
real e imaginaria respectivamente de H' y K3, K* son la parte real e imaginaria
respectivamente de H?.

Como antes para calcular la base de soluciones tenemos que calcular la parte real
e imaginaria de w'(t) y w?(t). Estas quedan dadas respectivamente por

wh(t) + w'(t) w'(t) — w(t)

piry = O gy o O
y
30 W) +w(t) appn W) —wi(t)
x°(t) = 5 , o (t) = 5

Se tiene que la solucion general es
2(t) = 1ot (t) + com®(t) + ez (t) + ez (),
donde ¢y, ¢ 3 ¥ ¢4 son constantes reales arbitrarias.

Consideremos finalmente el caso (iz). Suponemos entonces que A\; = A3 por lo que
Ay = A4. De esta forma A\; y Ay son valores propios complejos conjugados con
multiplicidad dos.

Hay que considerar dos casos: (a) dimKer(A—XA;I) = 1y por lo tanto dimKer(A—
XoI) =1y (b) dimKer(A — A1) =2y por lo tanto dimKer(A — A1) = 2.
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En el caso (b) hay dos vectores propios asociados con A\; = o+ i3, que escribimos

como H!' = K' 4+ iK? y H? = K3 +iK*. De aqui que asociados con \y = a — i3,

tengamos los vectores propios H! = K' —iK? y H? = K® — (K%

Correspondiendo a A\; y Ay = Ay tenemos respectivamente las soluciones

w'(t) = H'eM' y w?(t) = HleM,

wi(t) = H2eM y  wi(t) = H2eM.

Como antes, tomando parte real e imaginaria de w!(¢) y w?(¢), obtenemos la base
de soluciones formada por las siguientes cuatro soluciones reales

2 (t) = [(cos Bt)K* — (sin pt) K?]e™,
2%(t) = [(sin Bt) K + (cos Bt) K?|e™,
23(t) = [(cos Bt) K> — (sin ft) K*]e™,
2t (t) = [(sin Bt) K* + (cos Bt) K*]e.

Ejercicio. Demuestre directamente que estas cuatro soluciones son linealmente
independientes.

Consideremos finalmente el caso (a) donde tenemos que A} = a + i3y Ay = A\;
son valores propios de multiplicidad dos y correspondientes a cada uno de ellos
hay un solo vector propio asociado. Si como siempre H! = K! + iK? y H? =
H' = K' — iK? denotan respectivamente estos vectores propios, entonces las
funciones w'(t) = H'eM! y w?(t) = H?e*' = HleM! son soluciones complejas de
2’ = Ax. Estas soluciones complejas dan origen, en la forma acostumbrada, a las
dos soluciones reales, parte de la base de soluciones:

2 (t) = (K* cos Bt — K?%sin Bt)e™
2%(t) = (K'sin 8t + K cos Bt)e™.

Continuamos evaluando el resto de las soluciones complejas. Para esto tenemos
que encontrar un vector propio generalizado que sea linealmente independiente
con H' y que este en Ker(A — A\ I)?. Tal como en el caso de valores propios
reales, esto se puede hacer suponiendo la solucién faltante tiene la forma

w?(t) = H'teM! 4 P,
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Reemplazando en 2/ = Az tendremos una solucién de esta forma si P es una
solucion de la ecuaciéon

(A—\I)P=H",

que esta vez nos da un vector complejo. Poniendo P = P! + iP? se tiene que las
soluciones compleja faltantes son

w(t) = (K' +iK?)te™ + (P! + iP?)eM!
wh(t) = (K" —iK?)teM! + (Pt — iP?)eM! = wi(t).

Razonando como antes, es decir tomamos la parte real e imaginaria de w3(t), se
obtiene

w?(t) =(K' + iK?)(cos Bt + isin Bt)te 4 (P* + iP?)(cos Bt + isin Bt)e™

=(K"cos Bt — K?sin ft)te® + (P! cos Bt — P*sin 3t)e™
+ (K" sin pt + K? cos Bt)te® + i(P' sin pt + P* cos Bt)e™

de donde las soluciones reales faltantes son
23 (t) = (K cos Bt — K?sin Bt)te® + (P! cos Bt — P?sin Bt)e™
2 (t) = (K'sin Bt + K? cos Bt)te™ + (P'sin Bt + P2 cos Bt )e™.

Finalmente la soluciéon general es dada por

4
x(t) = chxi(t),
i=1
donde ¢4, ..., c4 son constantes reales arbitrarias.

A continuacion queremos estudiar lo siguiente. Conocida una base de solucién
de

' = Ax (5.28)

se quiere encontrar la matriz exponencial correspondiente.

Sea {x',..., 2"} esta base. Entonces toda solucién de (5.28) se escribe como

z(t) = Z @' (t).
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En particular si 4’ es la solucién de (5.28) correspondiente a la condicién inicial
d=10...1...0% 1 =1,...,n, donde el uno va en la posicién I, van a existir
constantes cé, 1=1,...,n, tal que

Para cada [ = 1,...,n, usando la condicién inicial, podemos formar un sistema
de ecuacién algebraicas para determinar las constantes ¢, i = 1,...,n. Este es

y'(0) = d' = Z cat(0). (5.29)

Si n es pequeno es mejor calcular las constantes directamente, sino se puede usar
por ejemplo Maple. De esta forma conocemos las soluciones ¢!, [ = 1,...,n.

Vamos probar que la matriz

Y'(t) = [0 (1) .. (v") (D] = [Ay' (1) .. Ay (8)
— A (D). ..y ()] = AV ().

Asi Y satisface una ecuacién diferencial matricial, con la condicién inicial Y (0) =
[d'...d"| = I, y por lo tanto es solucién del problema

X'=AX,  X(0)=1I. (5.30)

donde para cada t € R, X(t) es una matriz n x n. Por otro lado si podemos
demostrar que la matriz exponencial es solucion de este mismo problema, entonces
por el teorema de unicidad de soluciones generalizado a ecuacion diferenciales
matriciales, vamos a tener que e'4 = Y(¢).

Pero hemos demostrado que (e/1)’ = Ae4 y 4 = I por lo que es claro que e
es solucién de (5.30). Esto nos da un método para calcular la matriz exponencial.
Nos falta extender el teorema de existencia y unicidad a ecuacién diferenciales
matriciales.
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Se tiene

Teorema 5.8. Sea [ C R un intervalo y sean A : I — M"™" y F : [ — M"™"
dos funciones continuas. El problema diferencial matricial

1) X' = A(t)X + F(t)
" X(to)=C, tyel,

tiene una unica solucion definida en el intervalo I.

Demostracién 20. Es consecuencia directa del teorema similar para ecuaciones
diferenciales vectoriales. En efecto poniendo

X(@t)=['(t)...a"®)]  FO) =[f')...f"(1)

= [A®)z' (1) + f1(t) - At)2"(t) + (1),
X(to) = [a'(to) -+~ a"(to)] = C = [e'(t) -+~ " (1)),

donde ¢!, I = 1,...,n son las columnas de la matriz C. Es claro entonces que
el problema (C1,,) es equivalente a las n ecuaciones diferenciales vectoriales con
condicion inicial

@) = AB)' (1) + f11), 2ty =c,  1=1,....n. (5.31)

Por el teorema usual de existencia y unicidad, para cada [ = 1,...,n, el prob-
lema (5.31) tiene una tunica solucién definida en I lo que implica obviamente la
existencia y unicidad para el sistema (C1,,).

Vamos a aprovechar de dar una definicién. Consideremos nuevamente la ecuacion
diferencial vectorial.

y formemos la ecuacién matricial asociada

X' = A(H)X. (5.32)
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Entonces toda solucion de esta ultima ecuacion cuyas columnas sean soluciones
linealmente independientes la vamos a llamar una matriz fundamental. Para esto
basta que X () sea una solucién con una condicién inicial X (t5) = C' donde C' es
una matriz de constantes reales n xn con sus columnas linealmente independientes.
La razén es la siguiente. Sean como antes d' = [0,...,1,...,0], [ = 1,...,n,
donde el uno va en la posicién [, los elementos de la base canénica y formemos
7'(t)) = X (t)d', que forman las columnas de X (). Se tiene que

(@Y (t) = X'(H)d' = AOX)d = A@t)2'(t),  2'(0) = X(0)d' = ¢,

donde ¢!, I = 1,...,n son las columnas de C' que las hemos supuesto linealmente
independientes Entonces z!, [ = 1,...,n, forman un conjunto de soluciones de
2’ = A(t)z que son linealmente independientes. De aqui encontrar una matriz
fundamental es equivalente a encontrar n soluciones linealmente independientes
de 2’ = A(t)z. Si X (t) es una matriz fundamental de 2’ = Ax entonces la solucién
general se escribe

donde ¢ es un vector columna arbitrario, ¢ = [¢; - - - ¢,]".

Sigamos un poco con matrices fundamentales. Sea X (t) una matriz fundamental
de la ecuacién (5.32) tal que X (7) = I. Entonces Y (t) = X ()Y (7) es una solu-
cién de (5.32) que es una matriz fundamental si Y'(7) es una matriz no singular.
Derivando Y'(t) = X'(t)Y (1) = AX ()Y (7) = AY (1), por lo que es solucién. Aho-
ra X (7)Y (1) = IY(r) = Y(7), por lo que si esta matriz es no singular entonces
Y (t) es una matriz fundamental.

Ejercicios adicionales.

Ejemplo 5.5. Sea X (t) una matriz fundamental de (5.32) y sea W (t) = det X (t) =
det[z!(t) - - - 2" (t)]. Demuestre que

det X (t) = elr ¥4 qot X (7)

para todo t, T € R.

Solucion. Sea T € I arbitrario, que mantenemos fijo al comienzo. Sea Y (t) =
X ()X~ Y(7). Entonces

Y'(t) = X'(O)X"M(r) = AX (XN (r) = AQ)Y () con Y(r)=1.

Se tiene
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W(t) = W(r)det(Y(t))
Derivando
W/(t) = W(r) Y detly" (1) (") (t) - y"(2)].
i=1
Como y'(1) = d', (d*,--- ,d"), representa la base candnica, entonces (y') (1) =

A(T)d'. Asi
W'(r) = W(r) Z detfy' (1) -+ (") (7) - y"(7)]
= W(r) Zdet[dl AT dY] = Z aii (1) = W(r)tr(A(1)),

que tomando en cuenta que T es arbitrario, se puede escribir como

W'(t) = W(t)tr(A(t)).
Integrando entre t y T se obtiene
W(t) _ €f‘ft trA(s)dsW(,,_)'

que es lo queriamos demostrar.

A

En particular, si A es una matriz constante, podemos tomar €' como la matriz

fundamental, se tiene

detet® = '™ para todo t € R.

Ejemplo 5.6. Considere la ecuacion no homogénea ' = Ax + bett, donde A es
una matriz real n X n, b es un vector constante y p es una constante que no es un
valor propio de A. Se pide determinar la solucion general.

Se tiene que la solucion general se puede escribir como x(t) = ec + x,(t),
donde x,(t) denota una solucion particular de la ecuacion. Para determinar esta
solucion intentamos una solucion de la forma x,(t) = vet*, donde v es un vector
que queremos determinar. Se tiene

) (t) = pvett = Avel" + bet,
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de donde
(A—pulv=—b que implica v=—(A— pl)~'b,

y la solucion general es entonces x(t) = e'dc — et (A — pul) b,
donde lo ultimo se tiene pues p no es valor propio de A, y la solucion general es
entonces x(t) = ettc — e (A — ul)~'b.

Ejemplo 5.7. Supongamos que la matriz A, n X n, tiene la forma

J 0 - 0
0 Jy, - 0
A - . . . . )
0 0 - J
donde los J; i =1,--- ,k son bloques. Se pide demostrar que
et 0 0
tJ
JHA _ 0 e 0
0 O etk

e/t 0 0
0 et 0
H(t) = ] ,
0 O etk

y queremos probar que H(t) = e'*. Para esto derivamos H(t), nos da

Jiett 0 e 0
0 Joel2 ... 0
H'(t) = , . : .
0 0 Jket‘]k
Jl 0 0 €tJ1 0 0
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I, 0 - 0
0 I, --- 0

Ademds H(0) = | . . ) | = 1. Asi por el teorema de unicidad para
0 0 - I

ecuaciones matriciales debemos tener que efectivamente H(t) = e'4.

5.4. Sistemas Lineales Planos. Pasemos a estudiar sistemas lineales planos,
los cuales corresponden a n = 2, y tienen la forma:

' = Az, (5.33)

ai; Q12
Q21 (22
lo que nos dice que la tnica solucion de la ecuacién Ax = 0, es © = 0. Esto implica
que la solucién trivial es la unica solucién constante de la ecuacién y que A = 0
no es un valor propio de A.

con A una matriz real dada por A = { } . Vamos a suponer que det A # 0,

Por otro lado esto también implica la consecuencia importante que ninguna otra
solucién de la ecuacién puede pasar por el origen en M?, porque si por ejemplo
x(t) es una solucién que satisface x(ty) = 0 y z(t1) # 0, algin ¢y, ¢; € R entonces
la parte de unicidad del Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que z(t) debe
ser la solucién trivial y por lo tanto x(¢;) = 0 lo que no puede ser.

Maés generalmente si escribimos z(t) = [z1(t), x2(¢)]" y dibujamos la curva cor-
respondiente (¢ es el pardmetro de la curva), en el plano (z1,zs), llamado plano
de fase, afirmamos que dos soluciones distinta no se pueden intersectar transver-
salmente en el plano de fase. La razon de esto es la misma que antes y se basa en
una aplicacién de la parte de unicidad del Teorema de Existencia y Unicidad. El
argumento es sin embargo un poco mas sutil y se basa en la siguiente propiedad.
Sea z(t) una solucién que satisface x(ty) = c algtin ¢y € R y sea y(t) una solucién
que satisface y(t;) = c algun t; € R. Definamos z(t) = y(t + (t; — t)). Entonces
es claro que z es también solucién de (5.33). Ademds z(tg) = y(to + (t1 — t9)) =
y(t1) = ¢ = x(to), entonces el Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que
x(t) = z(t) = y(t+ A), para todo t € R, con A = t; —ty. Es claro entonces que en
el plano de fase, cuando ¢ va de —o0o a 400, tanto z(t) como y(t) nos van a dar los
mismos puntos, porque son dos parametrizaciones distintas (si A # 0) de la misma
curva. Las curvas solucion en el plano de fase la vamos a llamar trayectorias.

Si ahora se tiene que z(t) e y(t) son dos soluciones de (5.33) cuyas trayectorias
se intersectan en el plano de fase, esto es existen to,t; € R tal que z(to) = y(t1)
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entonces el argumento de arriba nos dice que en el plano de fase estas soluciones
representan dos parametrizaciones distintas de la misma curva, por lo que no
puede haber interseccién transversal de estas soluciones en el plano de fase.

Los puntos que satisfacen Ax = 0 los vamos a llamar puntos criticos. Recordando
que la ecuacion Az = 0 (con det A # 0) tiene como unica solucién el punto (0, 0),
se tiene que el origen es el nico punto critico en caso que estamos considerando.

Vamos a decir que el origen (punto critico) es estable si todas las soluciones de la
ecuacion son acotadas; asintoticamente estable si todas las soluciones tienden al
origen cuando t — o0; inestable si hay la menos una soluciéon que no es acotada.
Esta definicién depende del intervalo donde estudiemos las soluciones , por ejemplo
una trayectoria positiva es definida para ¢t € [0, 00), una negativa para t € (—oo, 0],
etc.

Notemos también que las trayectorias se mueven en el plano de fase en lugares
geométricos que quedan definidas por la ecuacién

dxs a1121 + a1222
o e
dz, 2121 + A22%2

dry  agxy + agrs
dry a7y + ajprs

La pendiente de la recta tangente a la trayectoria en el punto (z(t), z5(t)) esta

dx
d.TQ =2
dada por — = jTtl. En cada punto de la trayectoria vamos a asociar una direcc-
T1 —=
dt

d[El dIQ

At dt
la solucion a lo largo de la trayectoria cuando ¢ crece.

ci6én (flecha) por medio del vector ( ), que nos va a indicar como se mueve

El polinomio caracteristico de la matriz A es
p(A\) = det(A — AI) = \* — trA\ +det A.

donde trA = aj; 4 ags. Los valores propios son dados por

M= g(trA + VAR —1det A) ¥ Ay = s(trd — /(AP — ddet )
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Tendremos distintos casos dependiendo si (1) (trd)? —4det A > 0, (2) (trA)* —
4det A < 0y si (3)(trA)?> —4det A = 0. En el caso (2) vamos a tener valores
propios complejos.

Caso (1). En este caso \; y Ay son valores propios reales y distintos. Sean respecti-
vamente K' y K? los vectores propios correspondientes, que sabemos forman una
base en M2. La solucién general queda dada por

z(t) = ey K'e™ 4 ey K2et2,

Formemos, como antes, la matriz K = [K*', K?]. Sabemos que poniendo z(t) =
Ky(t), entonces se tiene

a'(t) = Ky'(t) = Az(t) = AKy(?),

de donde
y'(t) = Ay(1),
con
_ 1 M0
==y 9]
ya que

AK = [AK', AK?] = [\ K'Y, MK =K Pol AO] .
2

Ast si y(t) = [y1(t), y2(t)]* se obtiene el sistema en forma canénica

La soluciéon de este sistema es

A1

n (t> = Clet ) yz(t) = Cze'm?

donde ¢; = 31(0), c2 = y2(0), son constantes arbitrarias.
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Queremos ahora dibujar las curvas soluciones en el plano de fase (y1,y2). Hay tres
casos: (i) los valores propios son negativos, (ii) los valores propios son positivos,
(797) un valor propio es positivo y el otro es negativo. En el caso (i) el punto critico
se llama nodo estable; en el caso (i7) el punto critico se llama nodo inestable y en
el caso (i7) el punto critico se llama punto silla.

Para y1(0) # 0 y y2(0) # 0 las trayectorias describen el lugar geométrico

Yoope Y2
ol ol 629

Si 11(0) = 0, las trayectorias se mueven en el eje y, mientras que si y»(0) = 0, las
trayectorias se mueven en el eje y;.

En los casos (i) y (ii), para y;(0) # 0y y2(0) # 0 podemos despejar como ya como

Y122

ly2| = 2 (0)|| =5 [
y1(0)

asi que las trayectorias estan sobre lugares geométricos en forma de parabolas que

tienden al origen en caso (i) o se alejan del origen en caso (i7) cuando ¢ tiende a

infinito.

(5.35)

En el caso (iii), para para y1(0) # 0 y y2(0) # 0 podemos despejar como y, como

y1(0)|\§—§|

” (5.36)

2| = |y2(0)]]

las trayectorias estan sobre lugares geométricos en forma de hipérbolas. El punto
critico (0,0) es inestable.

Caso (2). En este caso los valores propios son complejos conjugados, A\ = a + (3,

Ay =a—if. Si H' = K' +iK? es el vector propio correspondiente a \; = o 4143,
entonces sabemos que una base soluciones esta dada por

2 (t) = (K* cos Bt — K?%sin 3t)e™

2%(t) = (K sin 8t + K? cos Bt)e™,
con lo que la solucion general queda

x(t) = [21(t), 22(1)]" = 12 (t) + cz?(1),
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donde ¢y, ¢y son constantes arbitrarias.

Recordemos a continuacién que para encontrar la forma candnica de A se procede
como sigue. De

AK' +iK?) = (a +if) (K +iK?),
se tiene que
AK' +iAK? = (aK' — BK?) +i(BK' + aK?),
y por lo tanto

AK! = aK! — pK?
AK? = BK!' + aK?.

De aquf la matriz A que representa a A segtin la base {K', K?} | es
A= {_0‘5 g] .
Notemos que
[AK', AK?] = [aK' — BK? BK' + aK?,
que poniendo K = [K!, K?] se puede escribir como
AK = K [_O‘ﬁ ﬁ _ KA,
y despejando
A=K 1TAK.
Hagamos el cambio de variable z = Ky con lo que
¥ =Ky = AKy.

Se tiene

y' =K' AKy = Ay,
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equivalente si y = [y1, ya]",

" _ |« Bl n

Ys =0 af |y’
que es la forma candnica del sistema inicial, cuando A tiene valores propios com-
plejos. Sabemos que la solucion de este sistema es dada por

{yl(t)} . {—aﬂ ﬂ {yl(O)} _ [ cos Bt sinﬁt} [yl(o)} ‘
ya(t) y2(0) —sinft cos Bt |y2(0)
Equivalentemente
yi(t) = €' (cos St y1(0) + sin 5t y»(0))
ya(t) = e'(—sin Bt 1 (0) + cos 5t y2(0)).
De acuf

Vi ()2 + y2(t)? = "/ (1(0)% + 2(0)?).

Entonces si @ > 0 las trayectorias tienden en forma espiral a oo cuando t — oo,
decimos en este caso que el origen es un foco inestable, mientras que si a < 0 las
trayectorias tienden en forma espiral a 0 cuando ¢ — o0, y en este caso decimos
que el origen es un foco estable. Si o = 0 las trayectorias se mueven en circulos,
cuyo radio queda fijado por las condiciones iniciales. En este caso decimos que el
origen es estable.

Caso 3. Se deja de ejercicio el encontrar las formas canénicas de los distintos casos
asi como hacer un esquema de sus respectivos planos de fase.
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5.5. Problemas Resueltos.

Ejercicio 5.1. Resuelva el siguiente sistemas de ecuaciones:

¥ = Az,

a b 0
A= | ¢ a d

0 —%C a

donde a,b,c y d# 0 son costantes

Solucién:

Obtener los valores propios de la matriz A.

|A—\| = P()\)

se obtienen los valores propios a partir de las raices del polinomio caracteristico

PO =0
a— A b 0
c a—A d =(a—A)[(a=A)?+bc] —bc(a—N)=(a—N)’=0
0 kg — A

A = a, valor propio de A, con multipicidad 3.

se obtendran los vectores propios de la matriz A.

0 b 0 v 0
c 0 d Vo =10
0 % 0 v3 0
_d
d c
vy =10 V] = ——U3 = U = U3 0
1

luego
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Intento:

se debe obtener el vector k.

0 b 0 kq —d
C 0 d kg = 0
0 —% 0 ks ¢
d
d d B, 3 0
k= —— lﬁ:——kg =>k:]€3 0 + ~% ; :>k'3:()
b 1 0
luego
—d 0
—»2 — O teat + _% 6at
c 0
intento:
12 -
T3 = 1776‘” + kte™ 4 pe™
C 0 d P2 = —%
0 -% 0 Ps3 0
_d _d
d d R c be
p2=0  p1=——p3—— =pP=p3 0 |+ 0 |5 =p=
c be 1 0
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luego

finalmente la solucion del sistema es:

T = lel + 0211?2 + Cgfg

Ejercicio 5.2. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones, encontrando la matriz
exponencial:

N

Il
>~ o e
oo o
2 oo

Solucion:
En primer lugar se obtendran los valores y vectores propios de la matriz A

Valores propios:

/\1:&+b )\Q:a—b /\3:CL

Vectores propios correspondientes a cada valor propio:

1 1 0
’171 == 0 172 - 0 ’173 - 1
1 -1 0

Método 1: Valores y vectores propios generalizado
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1 1 0
Zi(t) =10 | elatd)t To(t) = 0 |ele ! T3(t)= |1 |e*
1 -1 0
luego
€(a+b)t 0 6(afb)t o
F= 1|0 e 0 o | =®(t)C
e(a-‘rb)t 0 _e(a—b)t 3
1 0 1 ;5 0 3
d0)=[0 1 0 10)=10 1 0
1 1
1 0 —1 5 0 =3
6(a+b)t 0 e(afb)t 1 0 1
At —1 2 2
et =o(t)d(0)=1| 0 et 0 0 1 0
e(a+b)t 0 _e(a—b)t % 0 _%
finalmente
) % [e(a+b)t + e(a—b)t:| 0 % [e(a-l-b)t _ e(a—b)t]
et = 0 et 0
% [€(a+b)t _ 6(afb)t] 0 % [e(aer)t + 6(afb)t]
Método 2: Ocupando forma candnica de Jordan
a+b 0 0 1 0 1 % 0 %
D= 0 a 0 P=|0 1 0 P'=]10 1 0
1 1
0 0 a—b 1 0 —1 3 0 —3
10 1 eletdt 0 5 0 3
eM=pPeP'P=10 1 0 0 et 0 0 1 0
1 0 -1 0 0 ela—b)t 0 —3

finalmente
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1 [ (atb)t 4 (a—b)t 1 [ (a+b)t _ (a—b)t
e +e 0 e e
At 2 [ 0 } ot 2 [ 0 ]

% [e(a+b)t _ e(a—b)t] 0 % [6(a+b)t + e(a—b)t]
Método 3: Despejando variables

(1) 2'=ax+bz

(3) 2 =bxr+az
De (2) y(t) = Coe.
De(3).i£:'z'_#‘z = x’:%,
En (1) =
2" —2a7 4+ (a®* = b))z =0

El polinomio caracteristico es m* — 2am + (a®> —b*) =0 = m; =a—b
meo = a + b=

Z(t) _ cle(a+b)t + 03e(a_b)t

.CE(t) _ Cle(a-‘rb)t . 036(“_b)t
x(t) e(a-I—b)t 0 _e(a—b)t 1
X=|yt) | =10 e 0 C2
Z(t) 6(aer)t 0 6(afb)t 3
1 0 -1 5 0 3
d0)=0 1 0 = d1(0) = 0 1 0
1 0 1 -1 .

finalmente
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Método 4: Serie

como A= PDP! = Ak = ppDkp-1

L0 1 (a+b)* 0 0 19
AP =10 1 0 0 ok 0 ; 1 B
10 -1 0 0 (a—0b)F 5 0 —3

finalmente



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

254

Método 5: Laplace

(s—a)

s—a 0 —b ooz Y m 1 00
0 s—a 0 0 Sia 0 =1010
_ _ b (s—a)
b 0 s—a (s—a)?2—b? (s—a)2—b2 001

aplicamos Laplace a (sI — A)~%.

s—a 5 e™ 1 1
L—l :atL—l :_L—l
e R P S T P i)

-1 s—a 1 a+b a—b
e

- b 1 a+b a—b
L ez = e

finalmente
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Ejercicio 5.3. Considere la ecuacion diferencial ©’' = Ax donde
A= ai; Q12
a1 22
es una matriz real que satisface det(A) # 0. Vamos a suponer que el polinomio
caracteristico de A tiene un solo valor propio A\ real con multiplicidad dos y que
dimker(A — M\ I) = 1, y que K es el vector propio. Sabemos que para formar la
solucion general hay que encontrar un vector propio generalizado P linealmente

independiente de K.

(a)  Demuestre que P se puede encontrar como solucion de la ecuacion

(A-MNI) =K
(b)  Demuestre que el representante A de A sequn la base { K, P} es

a1
=]
(c) Defina k=[K,P]. Evalue primero k'K y k~'P. Demuestre entonces que

A =r"T1Ax

(d) Definax = ky cony = [y1,y2]*. Encuentre el sistema de ecuaciones difer-
enciales que satisface y (sistema candnico ) y resuelva este sistema. Suponiendo
que A\ < 0, sQue puede decir de la estabilidad del origen?

Solucién:
(a) Peker(A—NI)? = (A-NI1)?P=0, = (A-M)A-NI)P=0.
Sea A=(A—-MI)P = (A—X)A =0, A es vector propio de A.

= A=K = (A-M)P=K

(b) Base {K, P}
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= AK=MK

= AP=MP+K

Entonces

cwefi] et

A =rkT1Ak = k1 AK AP] = k' M K|\ P + K]

— O

A= [Aln_lka—lP + /i_lK] =Kk TAr

finalmente, como

a1
=]

= A=xr"1A4k
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=

Y1 = My1 + Yo

Yh=Mya = o =1ya(0)eM

Y1 — Aiyr = y2(0)eM
(e™y1)" = 2(0)

e My = y1(0) + ty2(0)
y1(t) = e’\ltyl(()) + te)‘ltyQ(O)

luego las soluciones son:

Y2 = yo(0)eM?

y1(t) = eMly (0) + teriyy(0)
si t—o00 =y —0ey—0

= ¢l sistema es estable.

Ejercicio 5.4. Sea ®(t), t € R, una matriz real n x n de clase C'(derivada
continua). Suponga que ®(0) = I y que ®(t + s) = P(t)P(s) para todo t,s €
R. Demuestre primero que existe una matriz A talque ®(t) = et. Demuestre a
continuacion que esta matriz A es unica.

Solucién:
Existencia
O(t+s5)=2()P(s) = P(t+s)=P(t)P(s)

luego en t =0
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=
O(t) = @(O)e‘pl(o)t = 01
observacion:
O(h)—1
(0) = Jim —=

observacién: si ®(t) = et = P(t) = AD(t) WVt

luego t=0 &'(0)=AP(0)=A

Unicidad

Si tambien ®(t) = B! = &'(t) = BePt vt
Ademis ®'(t) = ®(0)e® @ Wt

luegoent =0 =

(0)=B=A

Ejercicio 5.5. Responder las siguientes prequntas:

(a) 2'=Ax A matriz de 3 X 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = Ay # A3 se satisface ademds que dim[ker(A — \I)] = 1, ;Cual es la
solucion?

(b) ' =Ax A matriz de 3 X 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = A2 # A3 se satisface ademds que dim[ker(A — \I)] = 2, sCual es la

solucion?

(c) ' =Ax A matriz de 3 X 3 cuyos valores propios satisfacen que:
A1 = Ay = A3 se satisface ademds que dim[ker(A — MI)] = 2, ;Cual es la
solucion?



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

259
Solucién:
(a) ' =Ax ; AeR¥»3
A=A #F A3

dim[ker(A — A\ I)] =2

—

X = ClKleAlt + CQngAlt + 03K3€)\3t

K 1y Xg vectores propios asociados a A = A; = Ay

—

K3  vectores propios asociados a

A= )3
(b) ' = Az ; AeR¥3,
A=Ay = A3

dim[ker(A — A\ )] =1

—

X =1 KyeMt + ¢ (Kle)‘ltPleAlt> + 3 K5t

—

K, vector asociadoa A=)\ = Ay

<A — M1 ]31> - K 1 ]31 vector propio generalizado.

}23 vector propio asociado a A = A3
(c)2'=Azx ; AeR¥»3

Al =X = )3

dim[ker(A — A\ I)] =2

X = clf?le’\lt + Cg[?gt@Alth ([?e’\lt + ]36)‘1t>

ffl y [?2 vectores propios asociados a A = A = Ay = A3

K = m[? 1+ ,ugﬁg combinacion lineal de los vectores propios.
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— —

(A-—MI)P=K ecuacién que determina pq en funcién de g y P.

Ejercicio 5.6. Considere el problema con condiciones iniciales

¥=Ax ; x(0)=x
donde A es una matriz de n X n de numeros reales. Vimos en clases que la

solucién de este problema es x(t) = xoet, donde et es la matriz exponencial de

A. Recuerde que e"* = I, donde I es la matriz identidad de n x n.

(i) Demuestre que la matriz exponencial satisface la siguiente la propiedad de
SEMIGTUPO:

e(t+S)A — eAteSA vt, s e R

Demuestre de aqui que (eAt)fl = e M
(i)  Sean A, B dos matrices reales de n x n. Demuestre que

Bedt = ¢M'B Vte R
sty solo si AB = BA.

(iii)  Demuestre que

QA+B)t _ At Bt VieR
sty solo si AB = BA.
Solucién:
parte (i):
por demostrar que  el+94 = ¢tdesAd Vs e R

Sean u(t) = e+94c ;  y(t) = etlese
=
u'(t) = Ae94c = Au(t) = u(0) = ee

V'(t) = Aetlesde = Av(t) = v(0) =e*e

luego por teorema de existencia y unicidad = wu(t) =v(t) Vt
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= [etAeSA — e(”s)A] c=0 Vt Ve

luego

otApsA _ (t+s)A

_1 _
por demostrar que (') = ¢4

sea s = —t =

p(=DA _ jtA —tA

] = GtAe_tA — G_tAGtA

luego multiplicando por el inverso de (e') que equivale a (e“‘)_1

=

(etA)_l — AT
=

(etA)—l _ ot
parte (ii):

Por demostrar que

B =eM*B  VieR & AB=BA

(<)

sea BA=AB

Sean wu(t)=eBc ;  wo(t) = Betdc
-

u'(t) = Ae*Be = Au(t) = u(0) = ABc
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v'(t) = BAe'c = ABetc = Av(t) = v(0) = ABc
luego por teorema de existencia y unicidad = u(t) = v(t) Vit

= [etAB — Bet‘ﬂ c=0 Vt Ve

luego

B = Be'4

Aet*Be = BAet4e

evaluandoen t =0
=

[AB— BA]lc=0 Ve

AB = BA

parte (iii):
Por demostrar que

AtB) — eAteBl i e R &  AB = BA

(<)
sea BA = AB
Sean u(t) = e!A+Ble o y(t) = etetBe
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u'(t) = (A+ B)e!HBle = (A+ Bu(t) = u0)=c
V'(t) = AetetBe + et BetBe
=
V'(t) = AettetBe + BetdePe = (A+ B)u(t) = 0(0)=c

luego por teorema de existencia y unicidad = u(t) =v(t) Vit

=
PlA+B) _ A tB
(=)
cl(A+B) _ tA LB
=
(A+ B)et(A+B) — AetAeBt 1 oAt BBt
=

(A + B)et(A+B) . AetAeBt — eAtBeBt
etABetB — BetAetB

multiplicando por e *?

BT = BetAT
"B = Bet

luego por parte (ii)

AB = BA

Ejercicio 5.7. Considere el sistema de ecuaciones
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Ty =211 — 3wy ;w5 = —3r + 219

(a)  Encuentre la solucion de este sistema por medio de la matriz exponencial
de la matriz correspondiente.

(b)  Reduzca el sistema a su forma candnica (en las coordenadas (yi,Yys2)).
Encuentre los puntos criticos y clasifiquelos.

Solucién:

parte (a):

valores propios

2—X =3
-3 2-A

172_{1} = X(l)—{}}et

vector propio asociado a Ay

EESIFINE
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=
41:[—i} N X(n:{—i}est
=
. 5t ot c
e[ E ]
=
X = o(t)®'(0)(0)
= —edt et -1 1 71(0)
SRRl | s
X = e™%(0)
X _ |: 65t~567t 67t2€ot :| |: xl(o) :|
6—t2_65t eot_geft IQ(O)
parte (b):

= Y=DY =

| _ o5 0 Y1
Y2 0 —1 Y2
Puntos criticos: X = AX =0 A es invertible = X = (0,0)7 es el tinico
punto critico.

=9 = Y= Cre’

o =—1ly1 = 1y = Coe?
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El punto encontrado es un punto silla.

Ejercicio 5.8. (a) Sea A= ( (]) O” ) con I, la matriz identidad de n x n.
Demuestre que se cumple:
At | —At
cosh(t) Iy, = e re”
At _ —At
sinh(t)A = 26

(b) Sea A= ( _? é" ) con I, la matriz identidad de n x n.

Demuestre que se cumple:

At | At
cos(t) oy, = e te
2
At _ At
sin(t)A = ‘ 26

Solucidn:

(a) Sea A° = I,

0
1 _

a= (]
e (b )
oo (8 )

luegp A" =1, ; A=A n=/{0,...,00}

i
N————
|
o

O:’)\c

:’)\cO
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0 Ann AQnt2n A2n+1t2n+1
At _
I R )
At oo t2n t2n+1
= Iy, Ay ———
‘ 2;@”)—1— Z (2n + 1)
se sabe que cosh(t) = > %, sinh(t) =>"", %, luego
e = I, cosh(t) + Asinh(t) (5.37)
0 —1)" A" o0 -1 2nA2nt2n © -1 2n+1A2n+1t2n+1
R YE U Y& BE)
— n! — (2n)! — (2n+1)!
" i t2n i t2n+1
e = ]2n —A
“— (2n)! —~ (2n+1)!
e~ = I, cosh(t) — Asinh(t) (5.38)

luego sumando las igualdades (5.37) y (5.38) =

At | —At
e +e
cosh(t)ly, = ———

restando las igualdades, (5.37) menos (5.38) =

oAt _ oAt

sinh(¢)A = 5

parte (b):

Sea A° = [,,

I R N
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luego A?" = (=1)"I, ; A =(-1)"A n=/{0,...,00}
Ann A2nt2n A2n+1t2n+1
At
o= Z n! Z + Z ont

At > ( n[2nt2n > nAth—H
e = Z + Z 2n + 1

n=0 n=

© & (_1)nt2n+1

t —1)nen
% (231)! +ANZ; @2n+ 1)

n=0

se sabe que

0o —1)n 2n
cos(t) = Youty S

71)nt2n+1

sin(t) = Yoo Tonnr

luego

e = I, cos(t) + Asin(t) (5.39)

2n+1 A2n+1t2n+1

(2n+ 1)!

N ST

2nA2nt2n 0
. yo A (=)A= ) N Z

n=0 n=0 n=
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0 A2ny2n 0 A2n+1y2n+1
EED I
(&
—~ (2n)! = (2n+1)!
- e T (_1)nt2n e A(_l)nthJrl
At 2n
€ = _— -
Sl e A
o 0 (_1)nt2n e (_1)nt2n+1
— L, Ay
‘ 2 Z (2n)! ; (2n + 1)!
et = I, cos(t) — Asin(t) (5.40)

luego sumando las igualdades (5.39) y (5.40) =

At | At
cos(t) Loy = erre ™

restando las igualdades, (5.39) menos (5.40) =

Ejercicio 5.9. (a) Calcule la matriz exponencial e™, donde la matriz Ny estd da-

da por:
0100
0010
Na=19001
0000
(b) Resuelva mediante la matriz exponencial €' la ecuacion:
¥ = Az,

donde la matriz A es de n X n y estda dada por:

(@]
IS
Q ot O O

con a y b niumeros reales no nulos.
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Solucién:

Se debe mostrar que Nj = 0. Entonces se aplica la definicién de matriz exponen-

cial:
R
1 ¢t = —
€tN4 = ENf = O 1 t 5
k=0 " 00 1 ¢t
00 0 1

Sea A = al,, + bN,, con [, identidad de n x n y N,, tal que [N,];;+1 = 1 con
1=1,....,m— 1,y cero en el resto de la matriz.

Las matrices al,, y bN,, conmutan, y entonces e*4 = et@nefNn,

etafn — eatln'

N,, es triangular superior, y cumple que N’ = 0,,. Entonces utilizando la definicion

por series:
Lo O (bt) !
21 T (n—1)!
(bt>’n72
S 0 1 bt —
N, __ (tb ka (n _ng%'
— k" 00 1 (bt)
k=0 (n —3)!
0 0 1
Finalmente:
P O 1
21 T (n—=1)!
0 e bte® (bt)" e
0 0 ot (bt)" e
(n—3)!
0 0 et

Ejercicio 5.10. Encuentre la base de soluciones y la matriz exponencial del sigu-
iente sistema de ecuaciones diferenciales:
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Ty = 31— x9+ 13
rh = 2x1+ 13
Ty = I — To+ 213
Solucién:
La matriz A tiene el valor propio 1 con multiplicidad 1 asociado al vector propio
0
[0,1,1]". Entonces 2 = | €
t
e

La matriz A tiene el valor propio 2 con multiplicidad 2 asociado al vector propio
2t

e
K =11,1,0]7. Entonces (¥ = Ke? = | *
0
Se calcula el vector propio generalizado P, usando (A — 2I)P = K, de donde
tth
se obtiene P = [0,0,1]7. Entonces 23 = Kte? + Pe? = | te*
o2t

Con lo cual se tiene la base de soluciones. Para el calculo de la matriz exponen-
cial, se genera la fundamental:

et 0 te*

d(t) = [2PaxWgB®) = | 2 et te?
0 et e
et +1) —te?t e
e =dt)dN0) = | eX(t+1)—e e —te? te?
o2t _ ot o — o2t o2
Ejercicio 5.11. Sea A una matriz de n xn con valores propios A1, ... As distintos,
con multiplicidad my, . .., my respectivamente, donde Y ;_, m; = n.

(a) Sea ¢ € R™ cualquiera. Justifique que se tiene:

S
etAc — E et)\i et(A—/\iI)Ci
=1

donde ¢ = c¢1 + ...+ ¢s es la descomposicion de ¢ sequn los espacios propios gen-
eralizados.
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(b) A partir de (a) pruebe que:

s
|etAC’ < Zeait
=1

donde N\ = a; +jf3; i=1,...,s, 7 =+/—1. P(t) es un polinomio con grado a lo
mas m;.

(¢) Demuestre que si a; < 0, Vi =1,...,s entonces toda solucion del sistema
' = Ax es tal que:

lz(t)] -0 si t— o0.

Solucion:

(a) Como en clases, A = A — N\, I + N\ I. A— NI conmuta con \;[.
Se tiene entonces que

s
eAtC:E:eAtCZ E €A Ail+N 1)t E €A )\It)\Ith
i=1

Nilt

Sabiendo que et!t = eM!] se concluye lo pedido.

(b) De la parte (a):

S
€tAC — E 6t)\i6t(A_)‘iI)Ci
=1

Ocupando desigualdad triangular:

lete| < Z le"

Como \; = a; + jf3;, entonces |e™i

A=)

Cil-

toy etﬁi — eta

:|6

Ademads (A — \;I) se anula a lo mas en el grado m,. Entonces

N gk gk
A2 D) = |y A= AN <> A= X)rei| = | Pi(t)].
k=1 k=1

Noten que (A — \;I)*¢; es un vector, y su norma un real, entonces el término
de la derecha es un polinomio P;(t).
Luego:

e e <) e Pi(t)
=1
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(c)

Pi(t)] = ) lim €'
=1

’ . P tA < i ta; :
Jio 0] = Jiy ] < i 3 P

Por hipétesis a; < 0, entonces lim e
t—o0

Pi(t)| = 0 pues la exponencial decae més
rapido a cero que cualquier polinomio. Entonces

lim |z(t)] =0

t—o00

Ejercicio 5.12. Sea A una matriz real de 6 X 6 que tiene un valor propio complejo
A=a+if, B #0, con multiplicidad 3. Suponiendo que dim (Ker(A— X)) =1,
y haciendo un andlisis como en clases, encontrar las distintas bases de soluciones
de la ecuacion

= Ax

correspondientes a las diferentes situaciones que puedan originarse.

Solucién:
Sea K} el vector propio complejo asociado a o +i3. Entonces dos soluciones 1.i.
son:

2 (t) = Re{KietP) 2@ (1) = Im{KieleHt)
Faltan cuatro soluciones. Se calcula el vector propio generalizado P con la ecuacién
(A — (a+1i8)[)P = K. Se presentan dos casos:

Caso 1: Si dim (Ker(A — A\ )?) = 2, o sea dos vectores P asociados. Entonces,
sean P! y P los vectores generalizados complejos.
Las soluciones que faltan para completar la base son:

x(g)(t) = Re{Kfte(o‘Hﬁ)t + Pfe(o‘“ﬁ)t}, z® (t) = ITrL{K{ﬁfe(O‘J“iﬁ)t + Pfe(aJriﬁ)t}

20 (t) = Re{Kitel@t0)t 4 pielatifty = 2 O)() = Im{Kitel@tAt 4 pielatidty

Caso 2: Si dim (Ker(A — X )?) = 1, o sea un vector generalizado complejo P;
asociado. Entonces con este vector se generan dos soluciones mas:

23 (t) = Re{Kitel*+0)t 4 pietifty = 2@ () = Im{Kitel@tAt 4 pielatifty

Las otras dos soluciones que faltan se obtienen calculando el vector propio
generalizado ()}, resolviendo:

(A= (a+ifD)Q; =P}
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Ficura 11. Diagrama de fase sistema linealizado, punto critico (0,0)

y las soluciones que aporta son:
(1) = Re{Ki%emHﬁ)t + Pitele Tt 4 @il Aty
7(® (t) = ]rn«{l(fge("”“iﬂ)t + Pfte("”qﬁ)t + Qie(aJ“iﬁ)t}
Ejercicio 5.13. Para el sistema plano

' = Aa,b)z, Ala,b) = ( 14 —da—b ¢ ) )

—b 16 —4b—a
se pide determinar la naturaleza del punto critico, y el diagrama de fases asociado
al sistema linealizado cuando (a,b) toma los valores (0,0), (0,8), (7,0) y (4,6).

Caso 1: (0,0).

El sistema linealizado es:

, (14 0
=19 16 |*

Sus vectores propios son A\; = 14 > 0 y Ay = 16 > 0. Por lo tanto (0,0) es un
NODO INESTABLE. El diagrama de fase se muestra en la Figura 11.
Caso 2: (0,8).

El sistema linealizado es:

, (6 0

Sus vectores propios son Ay =6 > 0y Ay = —16 > 0. Por lo tanto (0,8) es un
PUNTO SILLA. El sistema linealizado no esta en forma canénica. Los vectores
propios son: [—11,4] y [0, 1]. El diagrama de fase se muestra en la Figura 12.
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A )]

AAAAAI AR

F1cura 12. Diagrama de fase sistema linealizado, punto critico (0,8)

Caso 3: (7,0).

El sistema linealizado es:

, o —14 =T
x = 0 9 )
Sus vectores propios son A} = —14 > 0y Ay = 9 > 0. Por lo tanto (0,8) es un

PUNTO SILLA. El sistema linealizado no estd en forma canonica. Los vectores
propios son: [1,0] y [7, —23]. El diagrama de fase se muestra en la Figura 13.

NN NN
NN TN NN

P s e 0
o e ey

Ficura 13. Diagrama de fase sistema linealizado, punto critico (7,0)

Caso 4: (4,6).

El sistema linealizado es:

/ _ _8 _4
v=\ _g _19 |T
Sus vectores propios son A\; = —10 + W7 <0 y Ay = —10 — 27 < 0. Por
lo tanto (4,6) es un NODO ESTABLE. El sistema linealizado no esta en forma

canénica. Los vectores propios son: [2,1 — /7] y [2,1 + +/7]. El diagrama de fase
se muestra en la Figura 14.
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F1cUurA 14. Diagrama de fase sistema linealizado, punto critico (4,6)

6. REesoLucioN DE EDO POR SERIES DE POTENCIAS

6.1. Breve repaso de series de potencias. Recordemos que una serie de
potencias en torno a € R es una expresion de la forma:

> ez —a) (6.1)
n=0
donde los coeficientes ¢, son reales y z € R.

Decimos que la serie converge en = € R si la sucesién {S;j(x)} es convergente,

donde

si esta sucesion no converge decimos que la serie es divergente en x.
Decimos que la serie (6.1) converge absolutamente en x € R si la serie

oo

> lell@ —a)l”

n=0

es convergente.

Ejercicio. Usando la desigualdad

Y=y <Y fell@ =

demuestre que si la serie (6.1) converge absolutamente entonces es convergente.

Un ntimero R tal que la serie (6.1) converge para todo x tal que |z —a| < Ry
diverge para todo x tal que |z — a| > R se llama el radio de convergencia de la
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serie. El intervalo (—R+a, a+ R) se llama el intervalo de convergencia de la serie.
Recordemos que R puede ser 0, positivo o infinito. Si R > 0 se tiene que la serie
puede o no converger para x = a+ R, x = a — R.

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Si el radio de convergencia de la serie de potencias (6.1) es R en-
tonces la serie converge absolutamente para todo x tal que |x—a| < R y divergente
para todo x tal que |x — a| > R.

Usemos el criterio del cuociente para estudiar el radio de convergencia de la
serie (6.1). Supongamos que

; Cn o
existe. Para x € R se tiene que
_ g\ Tl _
h/m ‘Cn+1(‘x a) ‘ — lim |Cn+1H.'L' _ a‘ — "1: a"
n—oo cplx —a n—oo Cp R

Entonces el criterio del cuociente nos dice que la serie (6.1) converge absolutamente

|z —af
R

De aqui que el radio de de convergencia de la serie es exactamente R. Esto es
cierto si el limite (6.2) existe. Si no, hay que usar otros criterios (repasar).

r—a
para todo x tal que < 1y es divergente para todo x tal que % > 1.

Supongamos que la serie (6.1) es convergente con un radio de convergencia R > 0.
Entonces ella define una funcién en su intervalo de convergencia

re€(—R+a,R+a)— ch(x—a)” = f(x)

n=0

(los extremos del intervalo de convergencia pueden estar incluidos). Las siguientes
propiedades son conocidas.

En (—R+a, R+ a), f es continua, diferenciable e integrable y se tiene

f@) =7 eanlz —a)",
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n+1

/f(x)d:(::C'—l—chM :

n-+1

ambas series con el mismo radio de convergencia. Notemos sin embargo que al
diferenciar se pueden perder los extremos del intervalo como puntos de conver-
gencia, similarmente al integrar se pueden ganar estos puntos.

Las series de potencias se pueden multiplicar por una constante sin cambiar su
intervalo de convergencia.

Dos series se pueden sumar en su intervalo comtn de convergencia resultando una
serie convergente en ese intervalo. Esto es si

(o] o0
f(ﬂ?) = ZQL(ZB - a)n y g(:v) = Zdn(x - a)n
n=0 n=0
son dos series con radios de convergencia IRy y R, respectivamente entonces

f(x)+g(x) = Z cn(z —a)" + Zdn(a: —a)"

= Z(C" +d,)(x—a)®

n=0

es una serie convergente en ese intervalo comin de convergencia.

Repase multiplicacién y division de series de potencias.

Definicién 6.1. Decimos que una funcién f es analitica en un punto a de su
dominio si puede ser representada por una serie de potencia de la forma

[e.9]
g (e —a)”
n=0

la cual tiene un radio de convergencia positivo.

[e.o] n

x
Ejemplo. Partiendo de e* = E — » que sabemos converge para todo x € R,
n!
n=0
podemos escribir
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y por lo tanto

que converge para todo x € R. Se tiene entonces que la funcién e es analitica
para cada a € R.

Vamos a ver ahora una propiedad que usaremos frecuentemente mas tarde. Con-

sideremos la serie (6.1) que suponemos convergente con un radio de convergencia
R > 0 y diferenciemos esta serie para obtener la serie

f(z) = chn(a: —a)"

Como esta serie tiene el mismo intervalo de convergencia que la anterior, podemos
derivarla nuevamente dando como resultado

f'(@) =Y eun(n — 1)(x — )",

n=2

que converge en el mismo intervalo de convergencia. Continuando de esta forma,
para k € N se obtiene

WE

3
I
B

> n! ek
= ch—(n_k)!(x—a) .

n=k

Esta serie converge absolutamente para |x — a| < R. Poniendo x = a se obtiene

F9(a) = Kleg. (6.3)
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Teorema 6.2 (Unicidad de series). Si las series > c,(x —a)” y > dy(x — a)”
n=0 n=0

convergen a la misma funcidn f en un intervalo (—a +r,a+ 1), r > 0, entonces
se tiene que

¢, =d, para todo n € N.

Demostracién 21. De (6.3) se tiene

(n)
P il O
n!

que termina la demostracion B

Este teorema lo vamos a aplicar comunmente asi.

Corolario 2. Si ) c¢,(z—a)" = 0, para todo x tal que |x—a| <, r > 0, entonces

n=0
¢, = 0 para todo n € N.

6.2. Aplicaciones a ecuaciones diferenciales. Consideremos la ecuacién
diferencial.

as(z)y” + ay(z)y’ + ao(x)y =0 (6.4)

donde suponemos que a; : [ — R, ¢ = 0,1,2 son funciones continuas en un
intervalo I donde se satisface que as(x) # 0. Dividiendo la ecuacién por as se

obtiene
v+ P(z)y' + Q(x)y = 0. (6.5)
_ @ _ a(@)
P(.%’) - a2<£L'> Q(l’) - ag(l’)

Definicién.- Un punto xzy € I se dice un punto ordinario de (6.5) si P y @ son
analiticas en zy. Si esto no sucede entonces decimos que zy es un punto singular.

Como P y @ son continuas en I de la teoria que hemos visto se tiene que en ese
intervalo existen dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferen-
cial. Sin embargo ninguno de los métodos que hemos visto nos ayuda a encontrar
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estas soluciones. Vamos a desarrollar aqui un método usando series. Consideremos
primero unos ejemplos.

Ejemplo. Considere la ecuacion
y" +e"y +sin(z)y = 0.

Sabemos que e” y sin(x) x son analiticas para todo zg € R, por lo que todo punto
o € R es un punto ordinario de esta ecuacion.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion
(2 = 1)y + 2z ¢y +6y=0

que escribimos en la forma (6.5) con

Se tiene que P y () son analiticas para todo z # +1, los puntos t =1y z = —1
son puntos singulares de la ecuacion.

Para explicar el método que vamos a usar consideremos un caso simple.

Ejemplo. Considere la ecuacion
y" — 2zy = 0.

Entonces P(z) = 0y Q(z) = —2x. Es claro entonces que estas funciones son
analiticas en 0. Para encontrar la base de soluciones vamos a suponer que la
solucion y tiene la forma

y(@) = 3 ena™,

n=0

con un radio de convergencia positivo. Derivando

[ee]
Y (x) = chnmn’l,
n=1
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y'(x) = in(n — 1)z ?
n=2
Reemplazando en la ecuacién diferencial, se obtiene
y'(z) — 2wy = in(n — 1)z — 2%0,@”“ =0,
n=0

n=2

que queremos escribir en la forma

idnx" =0,
n=0

en un cierto intervalo centrado en 0. Para esto hacemos lo siguiente, en la serie
oo
S n(n — 1),z 2 hacemos el cambio de variable n = j + 2, equivalentemente
n=2

7 =n — 2. Nos queda

Zn(n — 1)z = Z(j +1)(j + 2)cjaa’.
n=2 7=0

Haciendo también el cambio de variables n = j — 1 0 j = n + 1 en la otra serie,

nos queda
oo o0
E c,x" = E cj1a?
n=0 J=1

Entonces la ecuacién diferencial nos queda como

Y GG +2)ej0 87 =2 ¢jaa) =0
=0 j=1

que se puede escribir como
1-2- Co + Z [(] + 1)(] + 2)Cj+2 — Qijl] Q?j = O
j=1

De aqui ¢ = 0 y por el corolario del teorema de unicidad de series
(J+ 1D +2)¢j4e — 2¢j-1 =0,

de donde
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Cjyo = ——————=Cj
GG +2)”

Dando valores a j resulta

2
J=1 €3 = 530
2
J =2, Cq 3._401
2
j:3, C5—RCQ—O
2 2 2 22

T 5.6° 5.6 2.3° 2.3.5.6°

. 2
JEo T T s e

Escribiendo los primeros términos de la serie se tiene
2 3 4 5 6 7
y(x) = cg + 1@ + cox” + c3x” + cyx” + c5x” + cgx’ + et -

que se puede escribir agrupar como

y(@) = co(l + 5=

+ (+72 4+ z
C1\T —X S EE——
! 3.4 3.4-6-7

Ejercicio.- Demuestre por induccion que se tiene:

L [1-4-7..3k—2)] ,
1+ ;Qk { (3h)] )] x k]

y(x) = co

. [2:5-8..(3k—1)
k 3k+1
+c1 x+k§ 2 [ Bk + 1) ]x ]
=1

Llamemos
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yi(w) =

. iQk {1 4. 7<3k()1')>k - 2)} xgk]

k=1

2.5 8.3k —1)] 5y
x*ZQk{ 3k—|—(1)! )}xH]‘

Es facil ver que estas series convergen para todo x € R. Ademas las funciones y; e
12 son linealmente independientes en R ya que calculando el Wronskiano de estas
funciones en x = 0, se tiene

W (y1,42)(0) = 41(0)y5(0) — y2(0)y;(0) = 1.

Finalmente revisemos que el término general de y; es

ap = 2 [1-4-7....(3k_ 2)]

(3%)!

1 2
Por induccion, para k = 1 se tiene que a; = 25 =53
suponemos cierto para k y queremos probarlo para k + 1. Tenemos que obtener

k1 1-4-7... ( )(3k+1)
2[ Bk + 1)) }

, que es correcto. Lo

A1 =
Observamos que el término ag.1 = ¢33 corresponde a j = 3k + 1 en la féormula
(6.6), ya que se debe tener j + 2 = 3k + 3. De esta féormula se tiene entonces que

2 2
Q41 = C3k43 = 3k +2)(3k + 3)C3k Bk +2)(3k + S)Gk

_ okl 1-4-7..3k-2) | | 1-4-7..03k—2)3k+1) .
a (BE)(3k+2)(3k+3)| BBk + 1Bk +2)(3k +3)|
Verificar el término general de y» se deja de ejercicio.

A continuacién revisemos directamente que ¥; es solucién de la ecuacion diferen-
cial. Se tiene

ZQk 14T (3k = 2)] g
(3k — 2)!
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2z, () = 2

o

7j=1

donde hemos reemplazado el indice mudo k por j. Haciendo el cambio de variable
7 =k — 1 en esta ultima ecuacién nos queda

o1 [ 1-4-7..3k=5)| 359
2xy; (x —2<x+22 [ 3k—(3)! )}x )

[ 47 BE=5Bk=2)] 4| _
_2<x+22k [ (3k — 3)!(3k — 2) }xk >_k

1470 (3k—2)] 4
k 3k—2
. l Bk —2)] }”5 ’

por lo que se tiene que y; satisface
y{ — 2xy; = 0.

Notemos finalmente que y; es la solucién que satisface y,(0) = 1, y1(0) = 0.

Similarmente y» es la solucién que satisface y2(0) = 0, y4(0) = 1.

Volvamos a la ecuacién (6.4)
ax(2)y" + ar(x)y’ + ao(z)y =0,
que la escribimos como en (6.5), esto es,
y'+ P(x)y’ + Qz)y = 0.

donde

Suponemos que xg es un punto ordinario de la ecuacion, se tiene el siguiente:

Teorema 6.3. Sea xoy un punto ordinario de la ecuacion (6.5) y sean ag,ay dos
constantes arbitrarias. Entonces eziste una unica funcion y(z) que es analitica
en xg, que es solucion de la ecuacion en un entorno de xg, y que satisface las
condiciones iniciales y(ro) = ao, y'(xg) = a1. Ademds si P y Q) tienen desarrollo
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en series en torno a xy convergentes en el intervalo |x — xo| < R entonces la
solucion y(x) tiene la misma propiedad.

Demostracién 22. Por conveniencia ponemos xy = 0. Asi por hipdtesis P y @
son analiticas en 0. En consecuencia se tiene que los podemos desarrollar en serie
convergentes para |r| < R. Se tiene

oo o0
P([E) = anxny Q(I) = Zann- (67)
n=0 n=0
Entonces intentamos encontrar una solucion en serie de potencias

y(x) = Z apx".

n=0

Derivando se obtiene
y'(z) = Znanx”’l, y'(x) = Zn(n — Da,z™ 2,
n=1 n=2

las cuales las podemos escribir como

y'(x) = Z(n + Dapz", y'(z) = Z(n +2)(n + 1)ap 02",

Usando el producto de series, se obtiene

P(a)y (x) = [D_par"I)_(n+ Dapna"] = Y 1> pos(k + Dagela”  (6.8)

Qa)y(x) = [ aut"[)_ant™] =D > du-rarlz™. (6.9)

n=0 k=0

Substituyendo las expresiones para y”, (6.8) y (6.9) en la ecuacién diferencial se
obtiene
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DI+ 1)(n+2ano+ Y poklk+ Dager + Y gogagle” =0,
n=0 k=0 k=0

que por el corolario del teorema de unicidad de series nos da la siguiente ley de
recurrencia para los coeficientes.

n

(n+ 1) (n+2)anse = — > _[(k+ 1)pn_rrs1 + Gn_ia]- (6.10)
k=0

Sea 0 < r < R. Como las series en (6.7) son convergentes para x = r, los términos
generales en ellas deben tender a cero. Asi existe una constante M > 0 tal que

|pnlr™ < M |qn|r™ < M,

para todo n € N. Usando estas acotaciones en (6.10), tenemos

n

M
(n+ 1)+ Dansa| < 2D [k + Dlagg| + Jaxllr
k=0

M’fl

rn
k=0

[(k + Dlagsa] + lar)r® + Maya|r
Pongamos by = |ag|, by = |a1|, ¥ bpyo, n >0, por

M n
(n+1)(n+2)b,y = - > [k + Db + belr® + Mb, (6.11)
k=0

Entonces 0 < |a,| < b,, para todo n € N, propiedad que vamos a usar para
establecer la convergencia de la serie Y~ a,2" por medio del criterio de com-
paracién de series. Para esto tenemos que estudiar primero la convergencia de la
serie Z;’O:o b,x™. Esto lo haremos estudiando el cuociente b,,11/b,. Substituyendo
n porn — 1y por n—2en (6.11), se obtiene las siguientes ecuaciones.

i
L

M

n(n + 1)bn+1 = ,r.nfl

[(k + 1)bgyy + be]r® + Mb,,r. (6.12)
0

e
I
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[\

3

M

rn—2

(n — 1)nb, = [(k + 1)bgyy + be]r™ + Mb,_y7. (6.13)

iy
o

Multiplicando (6.12) por r y usando (6.13), se obtiene

,_.

Jr* + Mb,r?

rn(n + 1)b,1 =
k:

= (n—1)nb, — Mby_yr +7M(nby, + by_1) + Mb,r* = [(n — 1)n+rMn + Mr?b,,

de donde

boy1  (n—1)n+rMn+ Mr?
= —_ -
bn rn(n+ 1) r

cuando n — oo,

o . (o] n

lo que nos dice que la serie >~ b,2™ converge para todo |z| < r. Pero entonces

como 0 < |a,| < b, el criterio de comparacién de series nos dice que la serie
oo n . .

Y e Gnx™ converge (absolutamente) para |z| < r. Finalmente como r es cualquier

nimero menor que R se tiene que la serie converge para |z| < R R

Un ejemplo del uso de este teorema ya fue visto anteriormente. Vamos a aplicar
ahora este teorema a la ecuacion de Legendre. Esta tiene la forma

(1—2?)y" =22y +n(n+ 1)y =0 (6.14)
donde n es un entero no-negativo. Escribiendo esta ecuacién como

/! 2'/’6 / n(n —"_ 1)

_ -0
Yy 1 mgy 1 — 22 Yy )
2 1
se tiene que P(z) = 7 * 5 v Qx) = %, por lo que ambas funciones
—x T

son analiticas en 0 y admiten desarrollos en serie convergentes para |z| < 1. Por
el teorema 6.3 se tiene que para ag,a; constantes arbitrarias el problema tiene
una tnica solucién y(x) que es analitica en 0, que es solucién de la ecuacién para
|z| < 1y que satisface las condiciones iniciales y(0) = ag, ¥'(0) = a;.

Intentamos

o0

y(z) = chfk,

k=0
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de donde

= Zk(/{; — 1)epat?
k=2

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

(1-— :v2)2k(k — 1)epa™? — QmZkaxk Lynn+ 1)chxk =0
k=2 k=0

que escribimos como

Zk(k — 1)epa™? — 291:21%;6:16’“*1 + Z [nQ +n—k+ k] e = 0.
- =0

k=1 k

Esta ecuacion se puede a su vez escribir como
Zk(k — g™ + Z [n® +n— k> +k — 2k] ¢a® = 0.
k=0

Haciendo el cambio de variable k — 2 — k en la primera serie, se obtiene

Z(k‘ +2)(k + 1)ck+2xk + Z [nQ +n—k— k:} =0
k=0 k=0

que se puede escribir como
> [k +2)(k + Dersn + (0° +n— K — ko] 2% = 0.
k=0

Por la unicidad de series se debe tener que
(k+2)(k+1Dcpso+ [0 +n—k* — k] ¢ =0,
que nos da

n? +n—k* — k]
TEDICES)

Ch+2 = — Ck
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0
(n—k)(n+k+1)
= — . 1
Ck+2 (k:—i—2)(k‘+1) Ck (6 5)
Evaluemos algunos términos
n(n+1
kZO, Co = — (21)00
n—1)(n-+2
S U (RS
(n—2)(n+3) (n—=2)(n+3)n(n+1)
:2 _ — pr—
k=2« 4.3 4-3-2-1 0,
de donde
(n—2)n(n+1)(n+3)
Cy — Cop.
41
B  —m=3)n+4)  (n=-3)n+4)n-1)(n+2)
k=3 = &= 54 = 5-4-3-2 ‘v
de donde
(n—=3)(n—1)(n+2)(n+4)
Cs = &)
5!
De la misma forma
—4 — 4 (n -2 1
k=14 CG:_(n )(n+5)c4:_(n )(n —2)n(n + )(n~|—3)(n+5)co
6-5 6!
y
(n—5)(n+6) (n—=>5)(n—3)(n—1)(n+2)(n+4)(n+6)
k=25, cr = — 76 s = — 7 cy.

Vemos que el término general depende de si j es par o impar. No es dificil ver que

(D=2 =2)(n = 2nn+ D +3)(n+2j — 1)
Coj = (2])' 05 (616)

¥y que
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n—27j—D]...n=3)(n—1)(n+2)(n+4)...(n + 27)
(25 4+ 1)!

Coj+1 = (—1)] C1. (617)

Estas formulas hay que demostrarlas por induccion. Revisemos la expresion para
c9j. Para j =1 de (6.16), se obtiene

n(n+1)

2!
que es lo que debemos tener. Suponemos ahora (6.16) vélida para j y queremos
demostrarla para j + 1. De (6.15) se tiene que

Cy = — Co

(n—25)(n+25+1)
(27 4+2)(2j+ 1)

Co(j+1) = C2j42 = — C2j
y usando la hipétesis de induccién (6.16), nos da

(n—2j)(n+25+1)
(27 +2)(2) +1)

Caj1) = (—1)7*!

. (n—(2j—-2)—(n—-3)nn+1)(n+3)..(n+2j —1)
(25)! ’

que se puede escribir

(0 =2))(n = (2 = 2)).(n = 3)n(n+ D(n+3) - (n+2j — D(n+2j + 1)

erj2 = (=1) (2j + 2)!

que corresponde a cambiar j por j + 1 en (6.16).
Ejercicio. Compruebe el coeficiente cy;41, por un método similar.

Podemos entonces escribir la solucién de la ecuacion como
y(x) = coyr(x) + c1y2(w)
donde

n—2j+2)..(n—=2)n(n+1)...(n+25—-1) 4

@) =1+ (1) 2

(27)!
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in=2j+1)..(n=3)(n—1)(n+2)(n+4)..(n+ 2j)x2j+1
(27 + 1)! '

Yo(7) = + Z(—l)

Ejercicio. Aplicando el critero de cuociente demuestre directamente que ambas
series convergen para || < 1, que esta de acuerdo con lo que dice el teorema 6.3.
Demuestre también que y; e yo son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién (6.14).

Notemos a continuacién que si n es par, entonces y;(z) tiene un nuimero finito
de términos y si n es impar entonces ys(x) tiene un nuimero finito de términos,
dando origen a polinomios. En ambos casos el polinomio resultante lo llamamos

polinomio de Legendre y lo denotamos por P, (z).

Se tiene que Py(x) =1 es solucién de la ecuacién para n = 0, esto es
(1—a%)y" — 2y =0,
Pi(z) = z es solucién de la ecuacién para n = 1, esto es
(1—2%)y" — 2zy +2y =0,

Py(x) = $(32% — 1) es solucién de la ecuacién para n = 2, esto es

(1 —2?)y" — 22y + 6y =0,

ete.
Py(x), Pi(x), Py(z),- -+, P,(x) son soluciones de distintas ecuaciones.

A continuaciéon vamos a encontrar una formula general para estos polinomios.
Partimos de

(n—Fk)(n+k+1)
(E+2)(k+1)

Ck42 = — Ck

que escribimos como

(k+2)(k+1)
(n—K)(n+k+1) "

Cr — —

En vez de expresar los coeficientes en funcion de ¢y y ¢; los vamos a expresar en
términos de ¢,. Haciendo el cambio de variable
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k+2=7 o k=j5—2,
se tiene
N (¢
T n—j+2)n+i-1)7
Para el calculo de estos polinomios notamos que si n es par entonces
Po(z) = co + cox® + ez 4+ -+ cpooz™ 2+ cpa”
y sl n es impar entonces
Po(z) = 10 + 32 + - - + o™ % + cpa™.
Dando a j los valores n, n — 2,..., tenemos que
-1
o =1
2(2n —1)
A (n—2)(n—3)c _n(n—l)(n—?)(n—?))c
AT 2n=3) " 2.2(2n—1)(2n—3) "
Ejercicio. Demuestre por induccion que
—1)k —-1)---(n—2k+1
(~1)fn(n— 1) (n— 2%+ 1) 618

Cn—2k = K122k(2n — 1)(2n — 3) -+ - (2n — 2k + 1)Cn.

Asi, se obtiene:

nn—=1) .o nn-1)n-2)n-3) ,,

Pale) = el = 5y o109

nn—1)---(n—2k+1)

n—2k
FRen 1) @n—2k )t Tk

o4 (=1

donde la sumatoria se extiende hasta k = 7 sin es par, y hasta n — 2k = 1 sin es

impar. En este tltimo caso k = %=1 = 5 , ysin =2+ 1 entonces k = [. Por

2
esto k es el mayor entero menor o igual a

1
2
, que denotamos por k = [%} Asi para

].

ambos casos el limite de la suma es k =

SECER

De esta forma se tiene que
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]

0|3

L onn—1)--(n—=2k+1) o
(=1) F2n—1)--@n—2k+1)"

n!
(n—2k) ¥ 1

Notemos ahora que n(n —1)---(n — 2k +1) =
2n—2k+1)2n—2k+3)---2n—-3)2n—1) =

(2n—2k+1)2n —2k+2)(2n —2k+3)(2n — 2k +4)---(2n —1)2n
(2n — 2k +2)(2n — 2k +4)--- (20 — 2)2n

(2n)!
1-2---2n—=2k)2*(n—k+1)(n—k+2)---(n—1)n

o @2n)! (n—k)!
©(2n —2k)! 2knp)
Asi se tiene que
nn—1)---(n—2k+1) n! n!2% . (2n — 2k)!

K252n —1)---(2n—2k+1)  (n—2k)kI2F  (2n)!(n — k)!

B (n!)?(2n — 2k)!
Okl (n—2k)!(2n)!(n — K)!

Normalizando de modo que

_ e

obtenemos que

5]

B (=1)%(2n —2K) .,
Fale) = ;Q”k‘!(n — o) (n— k)" -

Esta expresion para los polinomios se puede compactar mas todavia hasta lle-
gar a la férmula para los polinomios de Legendre conocida como la formula de
Rodriguez. Para esto notamos primero que
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d" — 2Fk)!
22k _ (2n — 2k) 2k
dxm (n — 2k)!

por lo que

5]
(_1)k d" 2n—2
B0 =2 s =g )

k=0

(5]
o d" <_1)k 2n—2k
- d:c"(ZZ”k!(n—k)!m )

k=0

Notemos ahora que para k > [%} +1,2k>2 [g] + 2, se tiene que
o — 2k < 2n — 2 [g} —2=2[n—[n/2 —1] < n.

Esto combinado con el hecho que

dmal

dz™

=0 si j<n

nos permite escribir

dr S~ (—1)F 2n—2k
F(r) = dxn(;Q"k!(n—k)!x )

ya que todas las potencias que hemos agregado en la sumatoria son menores que
n. De aqui

1 dr & n!
— 2npldan ~kl(n — k)!
k=0

Bu() (=1)*(@*)" ™,

de donde por la férmula de binomio obtenemos finalmente

1o
ol dan

Bu(x)

[(* = 1)]

que es la formula de Rodriguez para los polinomios de Legendre.
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Vamos a hacer aqui un paréntesis para lo siguiente. Supongamos que {¢,} es una
sucesion de funciones (continuas) ¢, : [a,b] — R que satisfacen la propiedad

0 si m#n
a, #0 si m=n,

[ ontwinte) e =

entonces estas funciones se dice que son ortogonales o que forman un conjunto
ortogonal. Si ademéds «,, = 1 se dicen que son ortonormales.

Vamos a probar a continuacion que los polinomios de Legendre forman un conjunto
ortogonal.

Si ponemos u(x) = P,(x), v(z) = P,(z), se tiene que u y v satisfacen respectiva-
mente las ecuaciones diferenciales

(1—2®)u" — 22 +n(n+1u=0

(1 —2*W" — 220" +m(m + 1)v = 0.

Multiplicando la primera ecuaciéon por v y la segunda por u y restando las ecua-
ciones resultantes, se obtiene

(1—2)) (" v—v"u) = 2z('v —v'u) =

2

=w [m*+m—n*—n] =uw(m—n)m+n+1].

Sea ahora w = u'v — v'u, entonces reemplazando en la ecuacién anterior
)
(1 —2*)w — 22w = wv(m —n)(m +n + 1)

e integrando esta ecuacién desde —1 a 1, se tiene
1 1 p 1
/ (1 — 2*)w' — 2zw]dr = /d—[(l — z*)wldr = (m —n)(m+n+1) /uvdx
-1 -1

T
-1

de donde

O:(m—n)(m—l—n—l—l)/uvd:c
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que implica

esto es

Asi los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1].

Ejercicio. Demuestre que

/Pj(x)dx = 2n2+ : (6.19)

Ejercicio. Demuestre que si P(z) es un polinomio cualquiera de grado k > 0,
entonces

1
/P(a:)Pn(:c)d:c =0 paratodo n >k
“1

Teniamos de antes que
[ L. 3
Py(xz)=1, Pi(z)=2z, DBP(z)= 5(33: —1), Ps(z)= 5(51’ — 3z).

A partir de estas formulas se tiene que

1 2 3 2
1= Py(z), x=P(z), 2*= gPO(JJ) + §P2(1’>, i gPl(x) + ng(x).

De aqui que todo polinomio de tercer grado p(x) = by + by« + by + b3x® se pueda
escribir de la forma

p(z) = Z a, P,(x).

n=0

Ejercicio. Encuentre los coeficientes ag, a1, as, as.
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Es claro que podemos generalizar este caso y expresar x™ como una combinacién
lineal de Py(z), Pi(x), -+, Py(z). De aqui que todo polinomio p(x) de grado I
admita un desarrollo en término de los polinomios Py(x), Pi(z), -+, P/(x) de la
forma

La pregunta relevante en este momento es saber cuando se puede desarrollar un
funcion f : [—1,1] — R en término de los polinomios de Legendre, en una expre-
sion de la forma

f@) =" anPu(x). (6.20)

Actuando de manera informal, multipliquemos (6.20) por P, (z) e integrando
término a término se obtiene

/_11 f(z)Pp(x)dr = ni;oan /_11 Po(2) P (2)dx,

que en vista de la propiedad de ortogonalidad de los polinomios y de (6.19), nos
da

! 2a,,
P, (x)dx = .
[ s@Puarde = 5
De aqui obtenemos una férmula para a,
2n+1 (!
a, = n2—l— /f(a:)Pn(:E)da:. (6.21)
-1

Todos estos calculos se pueden justificar rigurosamente para una cierta clase
de funciones f. Especificamente vamos a dar uno de estos resultados, sin de-
mostracion.

Teorema 6.4. Sea f : [—1,1] — R tal que f, f’ son continuas a trozos en [—1,1],
entonces la serie
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> anPu(x)

n=0

donde
a, = (n+ %) /1 f(z)P,(x)dz

converge a f(x) en cualquier punto x € (—1,1) de continuidad de f(x). Si ahora
x € (=1,1) es un punto de discontinuidad de f y f(z_), f(x4) denotan los limites
laterales de f(x), entonces la serie converge a

[f (@) + f (x1)] -

N | —

En x = +1 la serie converge respectivamente a f(—1y) y f(1_). En particular
si f(x), f'(x) son continuas en [—1,1], entonces

fl@) = anPu(z), = €[-1,1].

Vamos a estudiar otra propiedad de los polinomios de Legendre.

Sea f : [-1,1] — R una funcién tal que f_llf(:r)z(x)dx < oo (suponga que
f satisface las hipdtesis del teorema anterior). Se quiere aproximar f por un
polinomio p(z) de grado < n de tal modo que

/ 1fl@) = pla)fda

sea minimo. Vamos a probar que este minimo se alcanza y queda dado por la
suma de los primeros n + 1 términos de (6.20)

n

plx) =Y arPi(x), (6.22)

k=0

con los coeficientes aj dados por (6.21).

Para la demostraciéon partimos del hecho que todo polinomio de grado menor o
igual a n se puede expresar en la forma Y, _ by Py(x). Sea entonces
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1_/ Zkak

Los coeficientes a;, estan fijos ya que la funcién f es dada. Entonces es claro que
I toma su valor minimo cuando b, = ag, para £k = 0,--- ,n. Esto termina la
demostracion de la propiedad.

Vamos a introducir a continuaciéon una herramienta poderosa para trabajar con
polinomios de Legendre, la funcién generadora.
Definamos la funcién

1

_ 6.23
(1 — 2zt +12)2 (6.23)

¢(I7t) =

donde x € (—1,1) y |[t| < 1 es pequeno. Para cada z se tiene que podemos escribir

= Z @ ()t (6.24)

¢(x,1) =

\ —

(1—2xt—|—t2 )2

No es muy dificil ver que podemos derivar parcialmente para obtener

Po 06 | O(t9) _

Substituyendo la serie de potencias nos queda

(=) Y an(@)t" =20 Y g(@)i" + Y nln + Dga ()" =0,
n=0 n=0 n=0
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que podemos escribir como

S = @)l (x) — 204, (x) + n(n + )ga ()] = 0.

Se debe tener entonces que cada coeficiente es cero, esto es, g,(x) debe satisfacer
(1 = 2%)qp(2) — 224, (x) + n(n + 1)ga(x) = 0.

que es la ecuacion de Legendre. Como los ¢, son polinomios en x se debe tener
que ¢, (x) = P,(x), y se obtiene la relacién

; 6.25
(1—2xt+t2§ g (6:25)

Mostremos la utilidad de la funciéon generadora. Cambiemos t por —t y x por —x
n (6.25), se obtiene

o0

ntn7
(1— 2xt+t2 2 Z

2

que comparando con (6.25), nos dice que se debe tener que
Po(—z) = (=1)"Pa(z).

En particular de aqui si n es impar se tiene que P,(0) = 0. También P,(1) =1y
por lo tanto P,(—1) = (—1)"P,(1).

Finalmente vamos a probar una relacién de recurrencia para los polinomios de
Legendre. Partimos derivando (6.25) respecto de t con x fijo. Se tiene

T —1
= nP,( t”l
(1 —2at +t2)2 Z

que implica

T —t
(1 —2at +12)2

= (1 — 2zt + 1?) ZnP et

n=1

esto es
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(1 — 22t +1?) ZnP = x—tZP

n=1

que se puede escribir como
(1 =20t + 1) (n+ 1) Pur()t" = (x — 1) Y Pola)t
n=0 —

Expandiendo se obtiene

oo

> (4 1) P ()" —23:271—1—1 1 ( tn+1+2n+ Py ()t
n=0

n=0

=2) Py Py, (z)t" .
Z Z

que se puede escribir como

Z(n + 1) Pyyq(2)t" — 22 Z nP,(x)t" + Z(n — )P, q(x)t"
n=0 n=2
=x Z P.( Z P
Ordenando

Pi(z) + 2P (x)t — 22 Py (x)t — xPy(x) — 2P (x)t + Po(x)t

+> A+ D Pa(@)t" =22 Y nPy(a)t" + Y (n— 1) Py (2)t"

—xZP ZPn .

Ejercicio. Demuestre que

Py (x) 4+ 2Py (x)t — 2z P (x)t — xPy(x) — 2Py (x)t + Po(x)t = 0.
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Con esto, se tiene

o

Z[(n + 1)Pyyi(x) —2znP,(z) + (n — 1) Py (z) — 2Py (x) + Py (z)]t" = 0.

n=2

Simplificando

oo

> ln+ )Py (x) — 2(2n 4 1) Py (x) + nPoy (2)]t" = 0,

n=2
por lo que se obtiene la relacién

(n+1)Pyji(x) —x(2n+ 1)P,(z) + nP,—1(z) = 0,

(2n+ 1)zP,(z) =nP,_1(z) + (n+ 1) Py (2),

que vale para todo n > 1.

6.3. Caso donde existen puntos singulares. Volvamos a la ecuacién (6.5)

v+ P(z)y' + Q(x)y =0, (6.26)

donde ahora suponemos que zy € I es un punto singular de la ecuacion.

Definicién 6.2. Decimos que xy es un punto singular regular de la ecuacién si

(z—20)P(x) v (v—20)°Q(2)

son funciones analiticas en xy. Es decir se pueden desarrollar en series de x — xg
con un radio de convergencia positivo. Si el punto x es singular pero no regular
decimos que es un punto singular irregular de la ecuacién

Ejemplo. Ecuacién de Bessel.

22y + xy + (mz _ VZ)y —0,

donde v es un nimero real. Escribiendo esta ecuacién en la forma (6.5) con
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es claro que g = 0 es un punto singular regular de la ecuacion.
En lo que sigue solo vamos a considerar el caso de puntos singulares regulares,

ademas vamos a suponer por simplicidad de los calculos que este punto es el 0.
Consideramos entonces la ecuacién

y' + P(z)y + Q(z)y =0,

donde suponemos que zP(z) y x?Q(z) son analiticas en 0 y por lo tanto los
podemos desarrollar en serie en una vecindad del cero en la forma

zP(z) = ipnx”, 7*Q(z) = i qnx". (6.27)
n=0 n=0

que suponemos validos en un intervalo de la forma |z| < R.

Esta vez vamos a intentar encontrar una solucién en la forma
o0 oo
y(z) = 2™ E a,r" = g apx™ ",
n=0 n=0

que se llaman series de Frobenius. El método que vamos a desarrollar se llama
método de Frobenius.
Vamos a suponer que x > 0 en nuestros calculos. Derivando se obtiene

y'(r) = Z(m + n)a,z™ ", y'(x) = Z(m +n)(m+n— 1Da,z™ "2,
n=0 n=0

que se pueden escribir como

y'(x) = xm_IZ(m +n)a,z", y'(z) = xm_QZ(m +n)(m+n—1)a,z",
n=0 n=0

Reemplazando en la ecuacién diferencial estos desarrollos en serie, usando produc-
to de series, después de cierto trabajo se obtiene la siguiente férmula de recurrencia
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an(m+n)(m—+n—1)+ Y a[(m+ k)pp—r + gn—r] = 0. (6.28)
k=0
Para n = 0, se tiene
agm(m — 1) + (mpo + qo)ao = 0,
que definiendo
g(m) =m(m — 1) +mpo + qo, (6.29)
se escribe como
apg(m) = 0. (6.30)
Para n = 1, se obtiene
ar(m + 1)m + ao[mp1 + ¢:] + a1 [(m + 1)po + qol,
que se escribe
arg(m + 1) + ag[mpr + 1] = 0. (6.31)
Mais generalmente de (6.28), para n > 1, se obtiene
n—1
an[(m+n)(m+n—1) 4+ (m+n)po + qo] + Z ar[(m + k)pn—r + qn-t] =0,
k=0
que se puede escribir como
n—1
ang(m+n)+ Y ar[(m+ k)pnk + gos] = 0. (6.32)
k=0

Como ag # 0, de (6.30), se tiene que

g(m) =m(m —1) +mpy+ qo = 0, (6.33)
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que se llama la ecuacion indicial. Las raices de esta ecuacion se llaman exponentes
de la ecuacion diferencial en el punto singular regular x = 0. Las siguientes ecua-
ciones (6.31) y (6.32) nos permiten evaluar el resto de los coeficientes a menos que
g(m + n) = 0 para algin entero positivo n, en cuyo caso el proceso falla. Asi si
my1 = mg + n para algin entero n > 1, la eleccién m = m; en el proceso anterior
nos va a dar una solucion, pero si hacemos m = msy en general no obtendremos
otra solucién por este método. Si m; = mo nuevamente el procedimiento nos
darad una sola solucion. Si la ecuacién indicial tiene dos raices reales y distintas
mi, Mo, y My # mo+mn VYV n > 1, el procedimiento nos dara dos series solucion.
Finalmente en este analisis, es posible que las raices de la ecuacion indicial sean
complejas. En lo que sigue vamos a suponer que las raices de la ecuacion indicial
son reales. Se tiene el siguiente teorema importante.

Teorema 6.5. Consideremos la ecuacion (6.26) para la cual suponemos que x = 0
es un punto singular reqular. Suponemos también que los desarrollos en serie de
potencias de v P(z) y x*Q(x) son convergentes en el intervalo |z| < R, con R > 0.
Sean my, mo los exponentes de la ecuacion diferencial en x = 0, con my < my.
Entonces la ecuacion (6.26) tiene por lo menos una solucion

y1(z) = 2™ Z a,x”  (ag #0),

en el intervalo 0 < x < R. Los coeficientes a,, n > 1 se determinan de la formula
(6.32), con m = my. La serie > - a,z" converge para || < R. Si ademds
my — may no es un entero positivo o cero, entonces la ecuacion (6.26) tiene una
sequnda solucion linealmente independiente con la primera

yo(z) = 2™ Z a,x”  (ag #0),

en ese mismo intervalo. Los nuevos coeficientes a,, se determinan de la formula
(6.32), con m = my, la serie resultante y .~ a,z" converge para |z| < R.

Con este teorema no tenemos informaciéon cuando m; — msy es cero o una entero
positivo. Podemos distinguir tres casos. Si m; = ms es claro que no puede existir
una segunda solucion en serie de Frobenius. Supongamos m; — ms es un entero
positivo. Entonces reemplazando m = my en (6.32) nos queda

—_

ang(mg +n) = — ar[(ma + K)pp—r + Gn—r|- (6.34)
0

B
I
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donde sabemos que la dificultad consiste en que g(msq + n) = 0 para algin entero
positivo. Cuando esto pasa y el lado derecho (6.34) no es cero entonces no hay
forma de continuar el método de Frobenius para obtener una segunda serie. Sin
embargo si sucede que el lado derecho en (6.34) es cero cuando g(mg + n) =
0 entonces a, queda arbitraria y en particular al podemos tomar igual a cero
y continuar calculando el resto de los coeficientes obteniendo asi una segunda
solucion en serie de Frobenius. Los tres casos expuestos suceden en las aplicaciones.

La pregunta aqui es como se hace cuando estamos en la situacién en que m; —msy
es un entero positivo o cero y NO podemos encontrar otra solucion por Frobenius.
Para examinar este caso sea k = m; —ms+ 1. La ecuacién indicial (6.33) se escribe

(m —mq)(m —my) = m? — (my + ma)m + mymy = 0.

Asi que comparando con (6.33) se debe tener pg — 1 = —(m; + my), que implica
me =1 — pg —my, y por lo tanto k = 2my + py.

Para encontrar una segunda solucion linealmente independiente con y; recurrimos
a un método conocido. Ponemos primero ys(z) = yi(x)v(z) y recordamos que

entonces
. e—fP(a:)da: e—fP(z)dw
V)= S =
Y1 e (Zn:ﬂ anxn)Q
B e(—pologz—piz—--) B e(=p1z—-") B g(z)
(g ar+---)2 2F(ag+aw+--0)2 ak ]

donde g(x) es claramente una funcién analitica en 0 y por lo tanto en un entorno
de 0 tiene la forma

g(x) =Y bua", (b #0).
n=0
Asi entonces

v'(z) = anajn_k =box bt b b
n=0

para xz > 0, y de donde

o0 bop—ktl b pkt2
. n—k __ Y0 1
v(@) =) bu = Thal T okya T T helegr b

n=0
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Formando yo(z) = y1(z)v(z), resulta

boxfk+1 b1m7k+2

—k+1 —k+2

y2(x) = y1(x)( + -+ b logr + b+ )

boill'_k+1 bll'_k+2
I

que escribimos como

box_kﬂ blx_k+2
—k+1  —k+2

Y2(x) = bg—1y1(z) logz + 2™ (ag + a1z +- - )( +o bt ).

Sacando el factor =% fuera del tiltimo paréntesis y usando que k = m; —mo+1,
se obtiene que yy toma la forma

[e.9]

y2(x) = br_1y1(x) log x + 2™ Z ", (6.35)

n=0
para ciertos coeficientes c,,.

Supongamos ahora que m; = my. Entonces k = 1y by_1 = by # 0. Asi la segunda
solucion queda

o0

yo(x) = y1(x) log z + ™ Z ",

n=1

para ciertos coeficientes ¢, y donde sin pérdida de generalidad hemos supuesto
que by = 1.

Si ahora k — 1 = m; — my es un entero positivo, entonces b;_; puede o no ser 0,
lo que dice que el término con el logaritmo en (6.35) puede o no estar presente
en la segunda solucion. En un problema préactico es mejor encontrar la segunda
solucién directamente suponiendo la solucién en la forma (6.35).

Apliquemos estos resultados a la ecuacién de Bessel, donde de ahora en adelante
v >0,

332y” —i—xy’ + (33'2 _ VQ)y _ O,

que escribimos
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1 2?2 — 12
y//+ _y/+ —2y —0.
x x
, 1 x? — 12 ,
Ast P(z) = —, y Q(z) = ——5—. De aqui vemos que 2P(z) = 1y 2°Q(z) =
x x
x? — 12 por lo que se tiene pg = 1, p, = 0, n > 1. También ¢y = —1?, ¢y = 1 y el

resto de los ¢, son cero. Podemos entonces escribir la ecuacion indicial para este
caso, se tiene

g(m) =m(m—1)+mpo+ g =m*> —m+m —v* =0,

de donde m = +v. De acuerdo al Teorema 6.5 suponemos una solucién en la forma

o0
= E anz™t
n=0

Derivando

oo
= au(n vyt
n=0

Zan n+v)(n+v—1)a" 2

n=0

Reemplazando en la ecuacion:

22y + xy + (22 Zann—l—y (n+v—1)z"

n=0
n=0 n—=0 e
que se puede escribir como
S [+ D)4 v — 1)+ (0t v) = 03] @+ gt = o,
=0 n=0
Notemos primero que

n+v)n+tv—1)+n+v)—v’=n+rv) -1
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asi la serie se puede escribir como

Zan [(n + V)2 - 1/2:| 2 + Z anxn+u+2 —0.
n=0

n=0

Notando que el coeficiente de ag en la primera serie es cero, y que (n+v)* —v? =
n? + 2nv, se tiene

Z Qn, [n2 + 2ny] "+ Z anz" % =0,
n=1 n=0

donde también hemos simplificado el término z”.

Desarrollando obtenemos

ar(1+2v)z + Z an(n® + 2nv)z"™ + Z a,a"t? =0, (6.36)

n=2 n=0

de donde a; = 0, asi que se tiene

io: an(n? + 2nv)a™ + i apx™? = 0.
n=2

n=0

Vamos a juntar ambas series, para eso hacemos el cambio de variable n por n + 2
en la primera serie, para obtener

> ania((n+2)* +2(n+2)v ”+2+Zanx =0,

n=0

que se puede escribir como
Z Anyo(n +2)(n+ 24 2v) +a,] 2" = 0.
n=0

En la forma acostumbrada esto implica la ley de recurrencia

Qn

N.
(n+2)(n+2+2v)’ ne

Qpyo = —
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Ya que a; = 0 esta ecuacién nos dice que todos los coeficientes a; con j impar son
nulos. Haciendo 2k = n + 2, se tiene

don — — A2k—2 _ A2k—2
Uk +20)  2k(k+v)

De aqui, para k=1

Qo
g = —————.
2T 2140
Ejercicio. Pruebe por inducciéon que
(=1)*aq

Y2 = RN+ )2+ )k + v)
para k € N. Recordando a continuacién que para z > 0 la funcién I'(z) satisface
[(x+1) =al'(x),
se tiene que

F'l+k+v)=10+v)...(k+v)[(1+v),

por lo que
T+ Ek+v)
1+v)2+v)B+v)...(k+v) = Tt
(=) (1 +v)
A2} ap.

T 2RET(1+ k +v)

Recordando ahora que
y($) _ ZCLQkx2k+V
k=0

se obtiene:
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e (_l)kx2k+u
= anpl'(1 .
Normalizando tal que
1
)= ————
T 2T(1+v)

se tiene

Jw) = yla) = S T (T
AT = Y L1+ k+v) 20

que se llama la funcién de Bessel de primera clase (de orden v).

Estudiemos la convergencia de la serie
i <_ 1)k (E)Qk
kZOk!F( +k+v) 2

(=D*

directamente. Llamando dq, = , del criterio del cuociente se tiene

KT(1+k+v)
que la serie converge si
—1)k+t (1
lim d2k+2 (£)2: lim ( ) k ( +k+7/) (E)Q
k—o0 dgk k—o0 (/{? + 1)'F(2 + k4 I/) (—1)k 2
1 x
= If )2«
ﬁ%hk+mu+k+m(2><’

que es cierta para todo x € R. Por lo tanto el radio de convergencia de la serie es
infinito. De aqui que

T~ —1)* T\ o
Tolz) = () ;kll“(( +2€+ y)(E) ’

estd bien definida para todo x > 0.

Tenemos asi una solucién de la ecuacién de Bessel y queremos formar la solucién
general (en x > 0) por lo que necesitamos otra solucién linealmente independiente
con esta. Esta segunda solucién se llama funcién de Bessel de segunda clase (de
orden v).

De nuestros resultado sabemos como encontrar esta solucion si se tiene que m; —
me = v — (—v) = 2r 1o es un entero positivo o cero (recuerde que supusimos v >
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0), esto si v es un entero positivo o un entero positivo dividido por 2. Supongamos
primero que v no es un entero positivo. Entonces razonando como antes se obtiene

_ S (—D)F L\ 2k—v
J‘”(a’)_;km T

El problema que podria suceder es en la ecuacién (6.36), que ahora toma la forma

a; (1 —2v)x + Z a,n(n —2v)x" + Z a,z" % = 0.
n=2 n=0

. 1 . .
En efecto si v = 3 entonces a; no es necesariamente () como antes. Sin embargo

como lo que buscamos es una solucién distinta de J,(x) podemos hacer a; =0y
proceder exactamente como antes para obtener la serie que define J_,(x). Notamos

o . . 3 ..
que un efecto similar se tiene si ¥ = = dificultad que resolvemos tomando a; =

a3z = 0. Entonces es claro como proceder cuando v es un entero positivo dividido
por 2.

Observamos que en J_,(z) hay potencias negativas de z asi que nos hemos re-
stringido a > 0, como lo habiamos supuesto originalmente.

Observamos por otro lado que como los primeros términos de J,(z) y J_,(x)
(dominantes cerca de cero) son respectivamente

el = 16

es claro que J, y J_, son linealmente independientes en (0, 00).

Note también que J_, es singular en 0, esto es lim |J_,(x)] = oo.
z—0

La soluciéon de la ecuacién de Bessel es entonces
y(x) =y (z) + o, (),

si ¥ no es un entero positivo.

Ejemplo.- Encuentre la solucion de la ecuacién de Bessel
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1
22y +ay + (2% — Z)y = 0.

Se tiene que v = % por lo que la solucion es

y(z) = e Ji(x) + cod

().

1 1
2 2

Si v = [, entero positivo, se tiene que

Ejercicio.
Jo(z) = (=1) Ji(),

y las soluciones no son linealmente independientes asi que hay que usar otro
método.

Podemos intentar usar lo que expusimos anteriormente basados en una antiguo
conocido, sin embargo es costumbre usar otro camino. Para esto partimos del caso
del caso en que v no es un entero y definimos

J,(x)cosvm — J_l,(x).

sin v

Y, (z) = (6.37)

Entonces J,(x) y Y, () son soluciones linealmente independientes de la ecuacién
de Bessel (demostrarlo), por lo que toda solucién de esta ecuacién (para x > 0)
se puede escribir como

y(x) =1, (z) + Y, (2),
con c¢; y ¢ constantes arbitrarias. En particular, se tiene
J_,(x) = J,(x)cosvm — Y, (z)sinvr.

Supongamos ahora que m es un entero positivo y queremos encontrar la segunda
solucién correspondiente a J,,(x). La idea es partir de (6.37) con v proximo a m
y hacerlo tender v a m, esto es buscar el lim Y, (x). Se puede demostrar que

vV—m

J(x) = Jn(z),
Jov(2) = Jopm(z) = (=1)" (),

cosvm — cosmm = (—1)™,
por lo tanto
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Jy(x)cosvm — J_,(x) = Jp(z)(=1)" — (=1)"J,(z) = 0.
Como también el denominador
senvm — sinmm = 0,

tenemos una indeterminacién y aplicamos L’Hopital. Tomando limite en (6.37),

se tiene
lm Y, (@) = lim —Be05VT = mh(@)sinvr — P
v—m v—m T COS VT
0J,(x) (—1)" — 0J_,(x)
v o | ,_.
a m(=1)m ’
y simplificando
[&L,(x) e )m&],,(:c)}
ov ov o
Yo (z) = - y=

Se puede demostrar que Y,,(z) es una solucién linealmente independiente con
I (). Y () es una funcién de Bessel de segunda clase (de orden entero m > 0.)
De esta forma la solucién de la ecuacion de Bessel cuando m es un entero positivo
se puede escribir como

y(x) = c1dpm(x) + Y ().

Se puede demostrar que Y,,(z) se puede escribir como

Yoo (z) = %Jm(a:)(log 24— % > (L (H + Hon) (S ymten

2 — nl(n +m)! 2
1= 2m 2 (m — p — 1))
(ilowrs nlgm—2n

( Sim =0 el ultimo término se considera como cero).

En esta expresion
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11 1
H,=1+-4—-+-+=
to gt

y 7 denota la constante de Euler dada por

~v = lim (H,, — logn),

que vale aproximadamente 0.57722.

Ejercicio. Hay un conjunto de ecuaciones que a primera vista NO parecen ser
ecuaciones de Bessel, pero en realidad lo son. Vamos a obtener aqui una familia
de ellas.

Partamos de la ecuacion de Bessel

o2y +ay + (22 -1y =0

y hagamos los siguientes cambios de variables

z = az’ e y=wz"

donde a, b, ¢ son constantes y w se va a mirar como la nueva incognita en funcién

de z. Se tiene d_x = abz’"!, de donde

z
d
Zd—j = abz® = ba.
Por otro lado
dy dydr dw o1
dz dxdz dz twez
por lo que
dybr dw , 1
%? = EZ —+ wez
y

dy 1 . ,dw ¢
T v @ Ty

lo que implica
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dy 1 . ,dw c
S A

Derivando esta ecuacién respecto de z, usando la ecuacién de Bessel, después de
cierto trabajo que incluye algunas substituciones se encuentra la siguiente ecuacién

2

22% + (20 + 1)z2—1§ + [0 + (¢ = ") w = 0. (6:38)

[lustremos como se usa esta formula mediante un

Ejemplo. Consideremos la ecuacion de Airy
w” 4+ 2w =0,

las derivadas son con respecto a z. Esta ecuacién no tiene la forma de una de
Bessel, veremos sin embargo que su solucién se puede expresar en términos de
funciones de Bessel.

1 1
En (6.38) hagamos ¢ = —5 Vuvi=ct= 7 due implica 1% = ek Con esto (6.38)

se reduce a

d*w
2 272 _2b
22— +abzw =0
dz?

Haciendo entonces a?b? = 1, se obtiene

d?*w
2 2b
z + 27w = 0,
dz?

y finalmente haciendo 2b — 2 = 1 se tiene

d2
—w—i—zw:O,

dz?

que es la ecuacion que queriamos. Veamos a continuacion de que ecuacién de
1 1
2

2
Bessel viene. Tenemos que b = g Yy por lo tanto a = 3 También v W9

or lo que v = —.
b q 3

Entonces la ecuacion de Bessel es
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1
)y =20

$2y" + xy/ + (CL’2 _ ?

1 ., .,
donde z = az? = ¢ = wz~2. La solucion de la ecuacion de Bessel es

@)
<
Il
g
N
Il

entonces

y reemplazando

2 . 2
w(z) = 212 [cljé (523/2) +eod 1 (gz?’/z)} :

En esta parte final vamos a estudiar algunas propiedades de la funcién de Bessel
J,(x). Recordemos que para todo v € R se tiene

_ = (_1)TL T 2n+v
Jo(@) = Zn!F(l +n+v)(§) '

n=0
que es solucién de
l‘2y/l 4 xy’ 4 ($2 . 1/2)y _ 07

que para x > 0, se puede escribir como

2 _ 2

1 T
y”—i— —y/—i- —2y = 0.
xXr xr

Se puede demostrar que toda solucién (no trivial) de esta ecuacién tiene una
sucesion estrictamente creciente {\,} de ceros positivos con A, — oo cuando
n — oo.

Sean ahora u(z) = J,(az) y v(x) = J,(bx), donde a y b son constantes positivas
diferentes. Entonces es facil ver que u y v satisfacen respectivamente

1 a’x? — v
'+ U ———u =0,
x 22

1 b?x? — v?
U// + E’U/ -+ TU =0.
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Multiplicando la primera de estas ecuaciones por v y la segunda por u y restando
se obtiene

d 1
— (v —w') + ;(u’v —w') = (b

_ 2
T a’)uv,

que multiplicando por x se puede escribir como

d / / 2 2
%[x(uv —w')] = (b — a®)zuv.

Integrando de 0 a 1, resulta

(b* — a2)/0 ruvdr = [r(u'v — w')]§ = (W' (1)v(1) — u(1)v'(1))

=aJ!(a)J,(b) — bJ,(a)J,(b),
que es cero si a y b son ceros distintos positivos de J,(z). De aqui se deduce

0 si m#n
S Toi(A)? st m=n.

/1 rJ,(Anx)J,(A\px)de = {

Esto nos dice que las funciones de Bessel J,(x) son ortogonales con una funcién
peso w(z) = x. De aqui se sigue el siguiente teorema de desarrollo de funciones
en series de funciones de Bessel.

Teorema 6.6. Sea f : [0,1] — R tal que f, f" son continuas a trozos en [0,1].
Para 0 < x <1 la serie

o0

Z anJ,(An)

n=0
donde

2
[Jo1(An)]?

Ay =

/01 zf(z)J,(\yx)de,

converge a f(x) en cualquier punto x € (0,1) de continuidad de f(x). Si ahora
x € (0,1) es un punto de discontinuidad de f y f(x_), f(z4) denotan los limites
laterales de f(x), entonces la serie converge a
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[f(@-) + f ()]

N |

En x =1 la serie converge a 0, y también converge a cero en x =0 si v > 0. Si
v =0 entonces la serie converge a f(0+).
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6.4. Ejercicios resueltos.

Ejercicio 6.1. Para la ecuacion diferencial:
vy" + 4y —ay =0,

encuentre dos soluciones linealmente independientes en forma de series de poten-
cia en torno a x=0.

Solucion:
Se intenta encontrar una solucién en la forma

o0 oo
y(z) = 2™ E a,z" = E anx™ ",

Suponiendo que x > 0, derivando se obtiene

y'(z) = Z(m + n)anz™ " y'(r) = Z(m +n)(m+n — 1Da,z™ "2,
n=0 n=0

que se pueden escribir como

y'(x) = xm_lz(m + n)ayz", y'(x) = xm_2Z(m +n)(m+n—1)a,x",
n=0 n=0

Reemplazando en la ecuacion diferencial estos desarrollos en serie, se obtiene

(m(m—1)+4m)agz™ ' +((m+ 1)m—4(1+m))a1xm+2((n+m) (n+m+3)ar—ay_o)z" "1 =0

Se asume que ag # 0 y entonces la ecuacion indicial es:

m? +3m = 0.
Para m = 0, se calcula que a; = 0 y se obtiene la recurrencia:
Qp—2
ap = ————.
n(n + 3)
Al resolver la recurrencia, resulta:
ag
(2n+ 1)!(2n +3)’

Qon = o1 =0, n=0,1,2,..
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Por lo tanto una solucién es la funcién (serie):

2n

yi(z) = ag; (2n+1)!(2n +3)°

Para m = —3, se calcula que a; = 0, pero az queda libre y se iguala a cero para
generar una solucién con ag. Se obtiene la recurrencia:

Ap—2
Ay = —————.
n(n —3)
Al resolver la recurrencia, resulta:
. a0(2n — 1) . .
Q2p = —W; a1 =0, n=0,1,2,..

Por lo tanto una solucién es la funcién (serie):
2n — 1
Yo (1) = —agzr™® Z

Finalmente la solucion general es:

_ - -3 (2n — 1)2?
_Clnz% 2n+1 2n+3)+02x Z (2n)!

Ejercicio 6.2. Considere la ecuacion de Hermite:

y" =2y’ + 2py =0,
donde p es una constante.
(a) Resuelva la ecuacion de Hermite mediante desarrollo en serie de potencias.

Demuestre que cuando p es un entero par una de las series solucion es un poli-
nomio, y cuando p es un entero impar la otra serie es un polinomio.

(b) Se define como Hy(x) el polinomio de Hermite de grado n > 0, encontrado en
la parte (a), normalizado de modo que el factor de x™ es igual a 2". Calcule los

polinomios Hy(x), Hy(z), Ho(x) y Hs(x).

(c) La funcion generadora de los polinomios de Hermite es:



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

323

oo

H, (x)t"
gb(:v,t) _ e?xt—tz _ Z (:C) .
—~ n!

Demuestre usando la funcion generadora que los polinomios de Hermite santis-
facen la siguiente recurrencia:

H,1(z) =22H, () — 2nH,_(z).

Solucion:
Se intenta encontrar soluciones de la forma

y(z) = Z anx”,
n=0

Suponiendo que x > 0, derivando se obtiene

y'(z) = Znan$”_1, y'(z) = Zn(n — Dayaz" 2,
n=1 n=2

que se pueden escribir como

y'(x) = Znanxnfl, y'(x) = Z(n +2)(n+ 1)ay 22",
n=1 n=0

Reemplazando en la ecuacién diferencial estos desarrollos en serie, se obtiene

2a9 + pag + Z((n +2)(n + 1)apio — 2nay, + 2pa,)z™ =0

n=1
Se obtiene que as = —pag y se obtiene la recurrencia:
2<n B p)an
Ap42 = .
(n+2)(n+1)

Al resolver la recurrencia para los terminos impares, resulta:

27((2n — 1) — p)((2n — 3) = p)...(1 = p)ar) 2" [}y (20 + 1 — p)
(2n+1)! B (2n +1)! ’

Al resolver la recurrencia para los terminos pares, resulta:

A2n+1 = n:O,l,Z,..
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2D P02 —p)(pa) w2 [ Ri-p)
n (2n)! (2n)! ’ T

Entonces la solucion general es:

2n 21 — 2" 1 22+1— nt1
)=y S B 5 P o

— (2n)! (2n +1)!

Los polinomios pedidos se obtienen de las series anteriores:

Ho(z) =1, Hi(x) =2z, Hy(r)=4z*>-2, Hs(z)=_8x"—12z.

Al derivar la funcion generadora se obtiene:

7 = H,(z)t" = H,(z)t" = H,_y (x)nt™
2xt—t? _ n - n n—1
(2z — 2t)e (2x—2t)ZOT_2xZOT_2ZOT
Esto es igual a a la derivada de la serie:

i Hy(x)nt"" i H, i (2)t"

n=1 n=0

Ahora se igualan coeficientes y se obtiene el resultado:

Hy1(z) =2zH,(z) — 2nH,_1(z).
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7. ASPECTOS CUALITATIVOS DE EDO NO LINEALES
Consideremos el sistema de ecuaciones
donde f : R® — R"™, que supondremos de clase C*. Aqui
T f1(951"'$n)
T = y  flomy,) = :
Tp j%(xl"'$n)

La matriz Jacobiana de f en xzy € R", la denotamos por:

oh ... 9A

ox1 Oxn
Df(xg) = f'(x0) = : : :

Ofn ... Ofn

oy Oxn, (z0)

Teorema 7.1. El problema
¥ = f(z) z(a) = c,

a € R, c € R", tiene una unica solucion definida en un cierto intervalo I que
contiene al punto a.

Definicién 7.1. Diremos que xo € R™ es un punto critico o un punto de equilibrio
de la ecuacion (7.1) si f(xg) = 0.

Si xy es un punto critico de (7.1), entonces x(t) = xo, para todo t € R, es la
tunica solucién de (7.1) que satisface (1) = zg, 7 € R fijo cualquiera. Para x
punto critico de (7.1), vamos a asociar la ecuacién lineal:

' = Df(xo)(x — x0), (7.2)
Respecto de la matriz D f(xg) definimos:
no el nimero de valores propios de D f(xq) con parte real cero.
n. el nimero de valores propios de D f(xq) con parte real positiva.

n_ el nimero de valores propios de D f(xq) con parte real negativa.
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Definicién 7.2. Un punto critico se llama punto critico hiperbélico si ng = 0. En

este caso
siny =0 yn_ =mn, dectmos que xo = 0 es un atractor.
Siny =n yn_ =0, decimos que xqg =0 es un repulsor.

Siny >0 yn_ >0, decimos que xqg =0 es un punto silla.

Hemos visto varios ejemplos de este tipo en el caso lineal y n = 2, que toma la

forma 7" = (z,y),
x’ _ | an an Tl _4l®
Yy Q21 A22 Yy Yy

Los valores propios se calculan de:
det(\ — A) = A\* — tr(A)\ + det(A) = 0.

En la figura 1 (ver archivo aparte) se divide el plano en distintas regiones de
acuerdo a las raices de este polinomio. En la figura 2 (ver archivo aparte) se
muestran ejemplos tipicos de acuerdo a las regiones de la figura 1. Por ejemplo
se tiene que en la y 2a los valores propios son complejos conjugados. En 1y la
n_ = 2 el origen es un atractor. En 2 y 2a ny = 2 el origen es un repulsor. En 3,
ny = n_ = 1 entonces el origen es un punto silla.

Como se relacionan (7.1) y (7.2). En el caso hiperbdlico lo hacen por el siguiente
teorema importante.

Teorema 7.2 (Hartman y Grobmann). Sila ecuacion (7.1) tiene un punto critico
hiperbolico xq, entonces existe una vecindad U de xg y una vecindad V' de xq, tal
que (7.1) y (7.2) son “topoldgicamente equivalentes”.

Esto significa que existe una aplicacién h : U — V, biyectiva, continua con
inversa continua que manda las érbitas de (7.1) en la vecindad U en érbitas de la
vecindad de V', respetando la direccién del tiempo.

Linealizaciéon en la vecindad de un punto critico hiperbdlico y equivalencia
topoldgica son resultados locales. Vamos a dar a continuacién conceptos mas glo-
bales.

En lo que sigue suponemos n = 2 y que zy un punto silla de la ecuacién

o' = f(x).
Definicién 7.3. Definimos:

W9 (x0) ={a € R" | x(t,a) — xy si t— oo}



R. Manasevich and A. Nufiez, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Lecture Notes of the Course “Differential Equations” (in Spanish),
Mathematic Engineering Department (DIM), Universidad de Chile, 327 pp., Mar. 2009. Revised edition.

327

donde x(t,a) es la solucion de la ecuacion tal que z(0,a) = a. W5(xq) se llama
la variedad estable de xg.

Similarmente:
Definicién 7.4. La variedad inestable de xy se define como el conjunto
WY(x) = {a € R" | 2(t,a) — xy si t— —o0}.
En R% W5(xq) y WY () son curvas.
Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 7.3. Considerar la ecuacion ' = f(x), n = 2, y supongamos que x
es un punto silla de esta ecuacion. Entonces xy es un punto silla del sistema
linealizado:

' = Df(xo)(x — xp)

Denotemos por E°(xy) y EY(xq) los espacios propios estables e inestables del
sistema linealizado y sea U una vecindad de zy. Si

I/Vl‘gc(xo) =Un WS('IO)’
entonces W3 (o) es tangente a E°(xy) en zo. Similarmente, si
Wige(o) = U N WY (z0)

entonces WY (xq) es tangente a EY(z,) en .





